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AVERTISSEMENT 


Je  puis  répéter  au  sujet  de  ce  Cours  de  Mécanique  les 
premières  remarques  que  j'écrivais  en  tête  de  mon  Cours 
d'Analyse.  Cet  ouvrage  reproduit  en  effet  et  complète, 
comme  le  précédent,  par  des  développements  assez 
étendus,  mes  leçons  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées, 
et,  en  le  rédigeant,  je  me  suis  proposé,  comme  pour  le 
Cours  d'Analyse,  d'être  clair  et  simple  autant  qu'on  peut 
rôtre  sans  cesser  pour  cela  d'être  précis  et  rigoureux. 

Mais  cet  idéal,  toujours  difficile  à  atteindre.  Test  peut- 
être  plus  encore  pour  la  Mécanique  rationnelle  que  pour 
toute  autre  science. 

En  effet,  en  raison  de  ses  nombreuses  applications 
pratiques,  en  raison  des  objets  mêmes  dont  elle  traite,  la 
Mécanique  fait  constamment  appel  à  des  notions  usuelles 
telles  que  celles  de  matière  ^  de  force  ^  de  masse  y  de 
travail,  d'énergie,  et  il  y  a  quelque  danger  à  confondre 
les  définitions  précises  qu'une  science  exacte  doit  donner 
de  ces  objets  avec  le  sens  un  peu  vague  que  l'usage 
journalier  leur  attribue. 
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lî  AVERTISSEMENT 

Certes,  à  un  autre  point  de  vue,  le  sens  mécanique 
naturel  est  un  précieux  auxiliaire  de  la  science,  et  je  ne 
voudrais  nullement  contester  ici  ni  son  utilité  ni  son 
importance.  C'est  à  lui,  bien  plus  encore  qu'au  raisonne- 
ment abstrait,  que  Ton  est  redevable  des  principales  inven- 
tions pratiques  et  c'est  môme  par  ce  sens  instinctif  que  cer- 
tains esprits  géniaux  sont  arrivés  à  découvrir  et  à  énoncer 
plusieurs  résultats  théoriques,  dont  ils  n'ont  pas  présenté 
out  d'abord  la  justification  exacte  et  que  le  raisonne- 
ment rigoureux  est  venu  expliquer  et  légitimer  plus  tard. 
Au  point  de  vue  de  la  science  pure,  il  n'en  est  pas 
moins  nécessaire  d'éliminer  de  la  Mécanique  rationnelle 
ces  éléments  étrangers  et  de  confiner  cette  science  dans  la 
rigueur  absolue  des  définitions  qui  lui  servent  de  base. 

Mais  si  la  rigueur  est  la  qualité  essentielle  qu'on  est  en 
droit  d'exiger  d'un  ouvrage  de  science,  elle  n'est  pas,  en 
vue  de  l'enseignement,  la  seule  qu'il  faille  rechercher. 
Il  ne  faut  pas  se  borner  à  conduire  le  lecteur  d'un  point 
à  un  autre  par  un  chemin  sûr  et  solide,  il  faut  encore 
choisir  la  route  la  plus  directe  et  la  plus  aisée  et  faire  en 
sorte  qu'arrivé  au  but,  l'esprit  se  rende  bien  compte  de  la 
distance  parcourue  et  des  régions  intermédiaires  qu'il  a 
traversées. 

A  cet  égard  les  méthodes  analytiques,  qui  ont  l'avan- 
tage d'unifier  les  procédés  de  démonstration,  laissent  sou- 
vent à  désirer.  Après  avoir  aligné  et  combiné  des  équa- 
tions, on  voit  fréquemment  le  résultat  se  dégager  des 
calculs  comme  par  surprise  :  la  vérité  du  théorème 
démontré  apparaît  bien  indiscutable,  mais  elle  ne  s'im- 
pose pas  sufiisamment  à  notre  intelligence  comme  consé- 
quence naturelle  et  obligée  des  données  premières  :  à  la 
lecture  de  l'énoncé  obtenu,  on  se  dit  bien  qu'il  en  est 
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assurément  ainsi,  mais  on  n'est  pas  assez  convaincu  qu'il 
doit  en  être  ainsi  et  qu'il  ne  saurait  en  être  autrement. 
C'est  cette  dernière  impression  qu'il  importe  surtout  de 
provoquer  chez  le  lecteur,  afin  que  la  vérité  démontrée 
revête  autant  que  possible  à  ses  yeux  le  caractère  lumi- 
neux de  l'évidence. 

Les  démonstrations 'géométriques  ont,  sous  ce  rapport, 
une  supériorité  qu'il  me  semble  difficile  de  leur  contester, 
et  comme  il  est  certainement  possible,  bien  qu'avec  un 
peu  plus  de  difficulté  peut-être,  de  leur  donner  la  même 
rigueur  pour  les  considérations  infinitésimales  qu'aux 
méthodes  du  calcul,  il  m'a  semblé  qu'il  y  avait  avantage 
à  les  introduire  dans  toutes  les  questions  qui  s'y  prêtent, 
je  veux  dire  dans  toutes  celles  où  la  démonstration  par 
la  géométrie  présente  un  caractère  suffisant  de  simplicité 
et  peut  contribuer  à  faire  mieux  comprendre  le  sens 
.intime  des  propositions  à  établir. 

Il  y  a  du  reste  un  intérêt  évident  à  varier  les  modes 
de  démonstration  et  à  présenter  pour  un  même  problème 
ou  pour  deux  problèmes  semblables  des  solutions  de 
natures  distinctes  :  les  questions  étudiées  à  des  points  de 
vue  différents  s'éclairent  en  effet  davantage  et  l'esprit  se 
familiarise  ainsi  avec  les  diverses  méthodes  de  raisonne- 
ment qui  pourront  lui  servir  plus  tard  à  résoudre  des 
difficultés  nouvelles. 

Pour  l'ordre  adopté,  cet  ouvrage  se  divise  en  deux 
parties  principales  : 

La  Cinématique,  ou  l'étude  du  mouvement,  abstrac- 
tion faite  des  causes  qui  le  déterminent  f  )  ; 


(*)  Depuis  quelque  temps  on  distingue  de  la  Cinématique  générale  la 
Géométrie  cinématique,  comprenant  la  partie  de  la  Cinématique  où  les 
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L'É tilde  des  forces,  c'est-à-dire  des  causes  immé-- 
diates  et  déterminantes  du  mouvement  (*). 

La  Cinématique  débute  par  le  mouvement  absolu  d'un 
point  isolé  y  se  continue  par  le  mouvement  absolu  d'un 
système  invariable  et  se  termine  par  Tétude  des  movr- 
vements  simultanés  et  relatifs. 

Dans  l'Étude  des  forces,  m'écartant  de  la  tradition  suivie 
par  un  grand  nombre  de  mes  devanciers,  je  n'ai  pas  cru 
devoir  faire  une  place  à  part  à  la  Statique.  Si  la  distinction 
entre  la  Statique  et  la  Dynamique  s'impose  en  effet  dans 
les  applications  pratiques,  où  elle  prend  une  grande 
importance,  elle  n'a  pas  selon  moi  la  même  raison  d'être 
dans  un  ouvrage  de  théorie  pure.  D'une  part,  l'idée  de 
force  ne  peut  se  séparer  de  l'idée  d'accélération,  c'est-à- 
dire  de  mouvement,  et,  d'autre  part,  toutes  les  questions 
relatives  au  repos  se  retrouvant  comme  cas  particulier 
de  celles  qui  se  rapportent  au  mouvement,  si  l'on  veut 
traiter  séparément  ces  deux  ordres  de  questions,  on  se 
condamna  fatalement  à  de  nombreuses  redites. 


durées  disparaissent  des  résullals  et  où  le  temps  ne  figure  en  quelque  sorte 
qu'à  titre  de  variable  auxiliaire  servant  à  établir  des  propositions  de  pure 
géométrie. 

(*)  Les  trois  grandeurs  fondamentales  que  Ton  considère  en  Mécanique 
étant  les  espaces,  les  duréei  et  les  masses,  en  dehors  de  la  Cinématique  qui 
ne  traite  que  des  espaces  et  des  durées,  et  de  TÉtude  des  forces^  qui  s'occupe 
à  la  fois  des  espaces,  des  durées  et  des  masses,  on  peut  concevoir  une  autre 
branche  de  la  science,  la  Géométrie  des  masses,  qui  étudierait  spécialement 
les  masses  et  les  espaces.  Mais  la  Géométrie  des  masses,  d'où  Tidée  de  mou- 
vement et  de  force  se  trouve  exclue,  s'écarle  par  là  même  de  la  définition  de 
la  Mécanique  et  semble  par  son  caraclère  beaucoup  plus  voisine  de  la  Géo- 
métrie proprement  dite.  Je  ne  consacre  que  quelques  paragraphes — à  propos 
des  centres  de  gravité  et  des  moments  d^inertie  —  aux  recherches  de  celte 
nature,  et  ces  paragraphes  se  trouvent  intercalés  dans  Tétude  des  forces  à  la 
place  où  les  propositions  qui  y  sont  établies  deviennent  utiles  pour  les  théo- 
ries mécaniques  que  j*ai  à  développer.  Voir  à  ce  sujet  une  intéressante  bro- 
chure récemment  publiée  par  M.  Haton  de  la  Goupillière  :  La  Géométrie  de» 
masses,  Paris,  Georges  Carré,  1893. 
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Mais  s'il  m'a  semblé  préférable  de  ne  pas  séparer  la 
Statique  de  la  Dynamique  d'une  façon  absolue  et  générale, 
j'ai  pensé  au  contraire  qu'il  y  avait  intérêt  dans  certaines 
questions  à  étudier  d'abord  les  cas  d'équilibre^lorsque  ces 
cas  étaient  susceptibles.de  solutions  plus  simples,  indé- 
pendantes de  considérations  particulières  que  l'étude  du 
mouvement  pouvait  nécessiter.  C'est  ce  qui  a  lieu  notam- 
ment dans  le  cas  des  solides  théoriques  pour  lesquels  j'ai 
traité  les  questions  d'équilibre  dans  un  chapitre  distinct. 

L'Etude  des  forces  commence  par  Vétude  des  forces 
appliquées  à  un  point  matéHel  isolé  et  se  continue  par 
y  étude  des  forces  appliquées  à  des  systèmes  de  points. 

Dans  le  cas  d'un  jjoint  isolé,  après  avoir  établi  les 
théorènaes  généraux  du  mouvement,  j'étudie  successive- 
ment le  repos  et  le  mouvement  absolu  d'un  point  libre, 
le  repos  et  le  mouvement  absolu  d'un  point  soumis  à  des 
liaisons,  enfin  le  repos  et  le  mouvement  relatifs,  avec  ou 
sans  liaisons. 

L'étude  des  forces  appliquées  aux  systèmes  de  points 
comprend  d'abord  les  définitions  des  centres  de  gravité 
et  des  moments  d'inertie,  puis  l'étude  du  repos  et  du 
mouvement  des  systèmes  matéHels  quelconques  et 
l'application  des  théorèmes  généraux  au  mouvement  de 
ces  systèmes. 

Avec  la  définition  des  systèmes  infinitésimaux 
s'introduit  la  notion  de  densité,  entraînant  certaines 
modifications  dans  les  formules  qui  déterminent  les 
centres  de  gravité  et  dans  l'expression  des  moments 
d'inertie  :  un  chapitre  spécial,  consacré  à  l'attraction  des 
systèmes  infinitésimaux,  contient  la  démonstration  dos 
principales  propriétés  de  la  fonction  potentielle  et  l'appli- 
cation de  ces  propriétés  à  quelques  exemples  simples. 


VI  .      AVERTISSEMENT 

L'étude  des  solides  théoriques  vient  ensuite  et  se 
continue  par  celle  des  systèmes  de  solides  articulés  entre 
eux,  et  en  particulier  des  chaînes  et  des  fils. 

Mais  le  solide  théorique  ne  peut  se  concevoir  que 
comme  cas  limite,  et  après  avoir  reconnu  la  nécessité  des 
dé  formations  y  on  est  naturellement  conduit  à  étudier 
ces  déformations  ainsi  que  les  tensions  et  les  mouve^ 
ments  vibratoires  qui  en  sont  la  conséquence;  j'ai  cher- 
ché à  exposer  dans  un  résumé  très  succinct  les  éléments 
essentiels  de  ces  importantes  théories. 

L'ordre  logique  placerait  à  la  suite  de  ces  études  celle 
des  systèmes  matériels  fluides  (liquides  ou  gazeux)  et  l'on 
se  trouverait  finalement  amené  aux  recherches  de  lït 
Mécanique  moléculaire,  en  substituant  à  l'hypothèse 
première  des  points  matériels  celle  des  molécules  et  des 
atomes  qui  permet  de  se  rapprocher  davantage  des  phéno-^ 
mènes  d'observation. 

Mais  ces  développements  m'auraient  entraîné  bien 
au  delà  des  limites  que  j'ai  dû  m'imposer  et  qui  m'ont 
été  tracées  par  le  programme  même  du  cours  que  je 
professe. 

Je  me  suis  donc  borné  à  compléter  ces  leçons  par  un 
dernier  chapitre  consacré  à  l'étude  du  frottement  y  c'est- 
à-dire  à  l'examen  du  cas  où  les  réactions  ne  satisfont  pas 
à  la  condition  générale  premièrement  admise  de  fournir 
un  travail  nul  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons. 

Les  problèmes  relatifs  aux  questions  de  frottement 
donnant  lieu  à  des  solutions  et  à  des  discussions  d'une 
nature  très  spéciale,  j'ai  cru  utile  d'en  présenter  quelques 
exemples  variés,  mais  sans  pénétrer  cependant  dans  le 
domaine  des  applications  pratiques  que  j'ai  intentionnel- 
lement écartées  de  cet  ouvrage. 
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VII 


Contrairement  à  Topinion  émisé  par  certains  auteurs, 
je  pense  en  effet  qu'il  y  a  quelque  inconvénient  à  mêler 
aux  études  de  la  théorie  les  applications  de  la  pratique. 
Pour  la  Mécanique  appliquée  elle-même,  condamnée  par 
sa  nature  à  beaucoup  d'à  peu  près,  il  y  a  intérêt  à  s'appuyer 
sur  la  base  indiscutable  d'une  science  exacte  établie  en 
toute  rigueur  et  dégagée  d'abord  des  contingences  du 
monde  réel.  Mais,  à  un  autre  point  de  vue,  la  science  théo- 
rique me  semble  offrir  par  elle-même  un  assez  haut  intérêt 
pour  mériter  d'être  étudiée  en  dehors  des  applications 
qu'elle  peut  fournir,  et  c'est  en  amoindrir  singulièrement 
la  portée  que  de  la  réduire  à  un  rôle  purement  utilitaire 
dont  la  valeur  même,  à  considérer  la  fin  finale  des  choses, 
pourrait  être  encore  discutée.  Ce  qui  semble  le  moins 
contestable  en  définitive,  c'est  que  la  pensée  humaine 
s'élève  en  progressant  de  plus  en  plus  dans  la  recherche 
et  dans  la  connaissance  du  vrai. 


Pour  faciliter  Pusage  de  ce  Traité  aux  élèves  qui  suivent  mon  Cours 
à  rÉcole  des  Ponts  et  Chaussées,  j'ai  marqué  par  des  astérisques  les  para- 
graphes qui  ne  sont  pas  compris  dans  mon  enseignement  oral. 

Quelques  personnes  m'ayant  engagé  à  indiquer  également  la  part, 
fort  peu  importante  d'ailleurs,  de  mes  travaux  personnels  dans  cet 
ouvrage,  je  me  bornerai  à  signaler  comme  étant  de  moi  : 

§  8.  Les  formules  donnant  la  relation  générale  entre  les  vitesses  et 
les  accélérations  d'un  point  et  les  éléments  caractéristiques  de  sa  trajec- 
toire. 

§  30.  La  détermination  par  le  calcul  géométrique  des  centres  ins/an- 
tanés  de  divers  ordres, 

§  412.  La  formule  générale  qui  lie  les  accélérations  du  mouvement 
absolu  avec  celles  du  mouvement  d'' entraînement  et  du  mouvement 
relatif. 

En  dehors  de  ces  résultats  déjà  précédemment  publiés,  j'ai  introduit, 
comme  je  Tavais  fait  déjà  dans  mon  Cours  d* Analyse,  quelques  démons- 
trations nouvelles  (par  exemple  celle  du  g  1*7  sur  le  mouvement  héli- 
coïdal, celle  du  §  127  pour  le  théorème  de  Gauss,  celle  du  §  167  sur 
une  propriété  des  systèmes  de  forces  équivalents  appliqués  à  un 
solide,  etc.). 

En  général  d'ailleurs,  dans  un  ouvrage  d'enseignement,  toute  préoccu- 
pation d'originalité  doit  être  à  mon  avis  écartée,  et  le  caractère  personnel 
d'un  pareil  travail  doit  consister  essentiellement  dans  l'ordre  d*exposition 
adopté  et  dans  la  manière  dont  sont  présentées  et  dont  s'enchainent  entre 
elles  les  propositions  successives.  Pour  les  démonstrations  elles-mêmes 
j'ai  recherché  avant  tout  celles  qui  me  paraissaient  les  plus  claires  et  les 
meilleures,  et  je  les  ai  prises  indistinctement  partout  où  je  les  ai  rencon- 
trées. Si  parmi  ces  démonstrations  il  s'en  trouve  quelques-unes  qui  me 
sont  propres,  ce  n'est  que  pour  leur  simplicité  plus  grande  que  j'ai  cm 
devoir  les  admettre. 
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MÉCANIÛUE  RATIONNELLE 


PREMIÈRES  DÉFINITIOr<S 

i.  —  La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  des 
forces. 

L'idée  du  mouvement  dérive  des  idées  de  temps  et  d'espace 
qui  sont  innées  et  qu'on  ne  saurait  définir. 

Un  point  est  dit  en  mouvement  lorsque,  pour  des  temps  diffé- 
rents, il  occupe  des  positions  différentes  dans  l'espace;  il  est  dit 
en  r^os  dans  le  cas  contraire. 

Nous  ne  pouvons  pas  concevoir  le  déplacement  sans  conti- 
nuité; en  d'autres  termes,  nous  ne  pouvons  pas  imaginer  qu'un 
point  passe  d'une  position  à  une  autre  sans  occuper  une  suite 
non  interrompue  dépositions  intermédiaires.  Cette  suite  continue 
de  déplacements  considérés  dans  leur  rapport  avec  le  temps 
écoulé  constitue  le  mouvement. 

C'est  Tobservation  du  mouvement  qui  rend  la  marche  du  temps 
sensible  et  qui  en  fournit  la  mesure. 

On  admet  (et  ce  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  hypothèse 
générale  applicable  à  toutes  les  sciences  physiques)  que  deux 
mouvements  identiques,  c'est-à-dire  produits  dans  les  mêmes 
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conditions  et  par  les  mêmes  causes,  s'effectuent  dans  le  même 
temps,  quelle  que  soit  Tépoque  à  laquelle  ils  se  produisent. 

On  peut  donc  choisir  pour  unité  de  temps  le  temps  nécessaire 
pour  qu'un  mouvement  déterminé  s'accomplisse  dans  des  cir- 
constances également  déterminées,  et  la  mesure  d'un  temps 
quelconque  en  résultera  sans  difficulté. 

L'unité  de  temps  généralement  adoptée  est  la  seconde  (temps 
nécessaire  pour  qu'un  pendule  de  0°, 99356  de  longueur  exécute 
à  la  latitude  de  '45®  son  oscillation).  Nous  donnerons  plus  loin 
la  définition  exacte  du  pendule  et  les  raisons  qui  ont  motivé 
son  emploi. 

La  seconde  étant  ainsi  définie,  86400  secondes  forment  ce 
qu'on  appelle  le  j(mr  moyen,  qui  constitue  une  nouvelle  unité 
employée  en  Astronomie  pour  la  mesure  des  grandes  durées 
correspondant  aux  phénomènes  célestes. 

Dlvistoiifii  de  la  Mécanique*  —  La  Mécanique  se  divise 
en  deux  parties  : 

1®  La  Cinématique,  qui  comprend  l'étude  du  mouvement, 
abstraction  faite  des  causes  qui  le  déterminent  ; 

2®  h' Étude  des  forces,  c'est-à-dire  des  causes  immédiates  qui 
produisent  le  mouvement,  et  cette  seconde  partie  de  la  Méca- 
nique s'appelle  Statique  ou  Dynamique,  selon  que  les  forces 
étudiées  conservent  le  repos  ou  déterminent  le  mouvement  du 
point  ou  du  système  de  points  sur  lequel  elles  agissent. 

La  Statique  et  la  Dynamique  deviennent  V Hydrostatique  et 
Y  Hydrodynamique  lorsqu'on  traite  du  repos  ou  du  mouvement 
d'un  système  de  points  constituant  ce  qu'on  appelle  un  fluide 
liquide  ou  gazeux. 


«^•■■■PP"'^?*^' 


PREMIÈRE   PARTIE 

GINÉMITIQIIE 


S.  —  La  Cinématique,  suivant  une  expression  de  Lagrange. 
pourrait  être  justement  nommée  la  Géométrie  à  quatre  dimen- 
sions. En  effet,  cette  branche  de  la  Mécanique  ne  diffère  de  la 
Géométrie  que  par  l'introduction  d'une  quatrième  variable,  le 
temps.  Le  caractère  des  raisoimements  et  la  nature  des  conclu- 
sions qui  s'en  déduisent  sont  les  mêmes  qu'en  Géométrie  :  la 
notion  du  temps  nécessite  il  est  vrai  l'emploi  d'un  axiome  nou- 
veau, celui  que  nous  avons  énoncé  plus  haut  relativement  h  la 
continuité  du  mouvement;  mais  cet  axiome  s'impose  à  notre 
esprit  à  la  façon  de  ceux  qui  servent  de  point  de  départ  à  la 
Géométrie. 

Nous  étudierons  d'abord  le  mouvement  d'un  point  ;  nous  nous 
occuperons  ensuite  du  mouvement  des  systèmes  de  points  liés 
entre  eux  d'une  façon  déterminée. 

A.  MOUVEMENT  ABSOLU  D'UN  POINT 

3.  Déanltlon  de  la  trajectoire*  de  la  vitesse  et  de** 
aeeélératloos  d'un  point.  —  Trajectoire.  —  On  appelle 
trajectoire  d'un  point  mobile  le  lieu  des  positions  successives 
occupées  par  ce  point  dans  l'espace  :  ce  lieu,  d'après  le  principe 
de  continuité  énoncé  plus  haut,  est  toujours  une  courbe  continue. 

Vitesse  et  accélérations.  —  Considérons,  à  partir  d'un  instant 
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donné  t,  une  série  d'intervalles  de  temps  infiniment  petits  égaux 

entre  eux,  que  nous  désignerons  par  dt  et  soient  m,  m',  m"j 

m'",.,  les  positions  successives  occupées  par  le  point  mobile  aux 

époques  correspondantes. 
Les  déplacements  infiniment  petits  mm' y  m'm'\  m"m"'.,.  qui 

caractérisent  le  mou- 
\  vement  du  point  m  à 

\  partir  de  la  position  et 
de  r  époque  considé- 
rées sont  les  accrois- 
sements géométri  - 
ques  (*)  que  prend  par 
refïet  du  mouvement 
le  rayon  vecteur  Om> 
ou  u  qui  va  d'un  point 

fixe  0  au  point  mobile  m.  Ainsi  les  positions  771,  m',  m",  m'"... 

occupées  par  le  point  aux  époques  t,  ^-|-rf^,  ^-j-  2dï,  t  +  Mt.,. 

sont  définies  par  les  rayons  vecteurs 


u 


w  +  du  ou  symboliquement    u  (1+  d) 

u  -f  2  du  +  d«  u  id.  u  (1  +d)* 

u-{-Zdu  +  Zâ}u-\-â}u  id.  u{H-d)",  etc., 

et  Ton  voit,  par  la  forme  de  ces  relations,  qu'en  général  la  posi- 
tion m**,, occupée  par  le  point  à  l'époque  t-^-ndt,  s'exprimera  en 
fonctions  de  u  et  de  ses  n  premières  différentielles. 

Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse  se  présenter  est  celui  où  tous 
les  déplacements  successifs  mm\  m'm'\  m'^m'"...  sont  égaux  en 
direction  et  en  grandeur.  Dans  ce  cas  la  trajectoire  du  point  est 
évidemment  une  droite  :  le  mouvement  est  dit  rectiligne^  et,  de 


(*)  Pour  la  définition  et  le  caJculdes  quantités  géométriquesy  dont  il  sera 
fait  un  fréquent  usage  dans  la  suile^  le  lecteur  eaj;  prié  de  se  reporter  à  mon 
Cours  d'Analyse. 
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plus,  il  est  uniforme^  c'est-à-dire  que  le  chemin  parcouru  sur 
la  droite  est  proportionnel  au  temps  employé  à  le  parcourir. 

La  nature  de  ce  mouvement  se  trouve  caractérisée  par  la 
valeur  du  rapport  constant  entre  Tespace  parcouru  et  le  temps 

employé  :  ce  rapport  égal  à  -j-  est  une  grandeur  géométrique, 

dp 

généralement  finie,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  vitesse  et 


.x" 


qui  détermine  par  sa  direction  celle  de  la  droite  trajectoire  et 
par  sa  grandeur  la  rapidité  avec  laquelle  le  point  mobile  se 
meut  sur  cette  droite.  Nous  désignerons  par  V  cette  vitesse  et 
par  V  sa  grandeur  abstraction  faitç  de  la  direction  qui  doit 
lui  être  attribuée. 

Revenant  actuellement  au  cas  général,  nous  reconnaîtrons  qu.e 

la  définition  de  la  vitesse,  telle  qu'elle  viçnt  d'être  donnée  pour 

le  cas  particulier  du  mouvement  rectiligne,  s'y  applique  sans 

aucune  difficulté. 

du 
La  grandeur  V,  égale  à  —  et  dirigée  suivant  la  tcmgente  à  la 

at 

trajectoire^  définit  à  l'instant  considéré  le  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  dans  lequel  se  transformerait  le  mouvement  cur^ 
viligne  et  varié  que  l'on  considère  si,  à  partir  de  cet  instant, 
ce  mouvement  se  continuait  en  restant  identijque  à  lui-même. 
Mais  en  réalité  ce  mouvement  varie  :  sa  vitesse  change  donc 
à  chaque  instant  de  grandeur  et  de  direction,  et  pour  caracté- 
riser ces  variations  on  est  naturellement  conduit  à  considérer  les 
quantités  géométriques  suivantes  : 
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p         dY       d*u 
^  '        dt         dt^  ' 

P         dV,      d«V 
*  "    dt   ^  dt* 

d»u 

=    dt*' 

_  dv,  _d«r, 

'""    dt    "  dt* 

d»V      d*u 
df*       d<*' 

^  _dr„_i_ 

d"V       d»+»  u 

auxquelles  on  a  donné  le  nom  à* accélérations.  Ces  quantités, 
qui  sont  évidemment  nulles  dans  le  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  déterminent  dans  le  mouvement  curviligne  et  varié  les 
positions  successives  occupées  par  le  point  mobile  à  partir  de  la 
position  m,  puisque  leur  connaissance  équivaut  à  celle  des  diffé- 
rentielles successives  de  u.  Ce  sont,  si  Ton  veut,  les  dérivées 
successives  du  rarjon  vecteur  considéré  comme  fonction  géomé- 
trique du  temps,  en  entendant  par  dérivées  des  rapports  d'ac- 
croissements différentiels  qui  existent  toujours  et  sont  toujours 
parfaitement  définis  par  Texistence  même  du  mouvement,  dans 
le  cas  même  où  l'expression  du  rayon  vecteur  en  fonction  du 
temps  ne  serait  pas  connue. 

La  vitesse  est  la  première  de  ces  dérivées  et  l'accélération 
d'ordre  n  en  général  est  la  dérivée  d'ordre  (71+ 1). 

On  réserve  ordinairement  la  dénomination  pure  et  simple 
d'accélération  à  l'accélération  du  premier  ordre  ;  celle  du  second 
ordre  a  reçu  le  nom  de  sur  accélération. 

Si,  faisant  abstraction  de  la  direction  des  accélérations,  on  se 
borne  à  considérer  leurs  grandeurs,  on  désignera  ces  grandeurs 
par  les  lettres  minuscules 

Ti      ïi       Ts      •••       T»»> 

qui  ne  doivent  jamais  être  confondues  avec  les  grandeurs  géomé- 
triques correspondantes. 

ds 
La  grandeur  v  de  la  vitesse  est  évidemment  égale  à  —,  en  dési- 
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gnant  par  ds  Tare  différentiel  de  trajectoire  correspondant  à 
Vêlement  de  temps  dt. 

41.  Cwk»  du  mouvement  rectllisne.  —  Nous  avons  déjà 
défini  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  pour  lequel  toutes 
les  accélérations  sont  nulles. 

Mais  le  mouvement  peut  être  rectiligne  sans  être  uniforme  : 
le  mobile  parcourt  alors  sa  droite  trajectoire  avec  une  rapidité 
variable.  Les  accroissements  du^  d^u,  d^u...  de  son  rayon  vecteur 
étant  tous  dirigés  suivant  la  droite  trajectoire,  toutes  les 
accélérations  ont  la  direction  de  cette  droite  pour  direction  com- 
mune, et  Ton  peut  se  borner  à  considérer  leurs  grandeurs,  qui 
deviennent  égales  aux  dérivées  algébriques  successives  du 
chemin  pai;couru  par  rapport  au  temps. 

Ainsi,  en  désignant  par  s  ce  chemin,  on  a  : 

ds 

dt 
d^s 

T2=5ïr'etc. 

Un  cas  simple  et  intéressant  est  celui  du  mouvement  unifor- 
mément variée  pour  lequel  Taccélération  première  est  constante. 
Si  Ton  représente  par  c  cette  valeur  constante,  on  a  alors  : 


dv 

Ti  ou 
d'où 


Ti  ou    3^=c, 


et  par  suite 


ds         ,    ^ 

V      ou      -77=^0  +  0/» 

at 


et* 

8    =8o-{'Vot+Y' 


en  désignant  par  Vo  et  So  les  valeurs  initiales,  au  temps  zéro    de 
la  vitesse  et  du  chemin  parcouru. 
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Le  mouvement  est  dit  uniformément  accéléré  on  uniformément 
retardéy  selon  que  la  constante  c  est  positive  ou  négative.  Dans 
le  premier  cas,  en  effet,  la  vitesse  va  constamment  en  croissant; 
dans  le  second  cas,  au  contraire,  elle  décroît  à  partir  de  sa  valeur 
initiale  Vo  supposée  positive  et  finit  par  changer  de  signe.  A 
partir  de  ce  moment,  le  mobile  rétrograde  sur  sa  droite  trajec- 
toire. 

• 

S.  Expression  de  la  vitesse  et  des  accélérations 
d'un  point  au  moyen  de  ses  coordonnées  rectilifl^es. 

—  Les  définitions  précédentes  permettent  d'exprimer  sans  diffi- 
culté la  vitesse  et  les  accélérations  d'un  point  au  moyen  de  ses 
coordonnées  lorsque  le  mouvement  de  ce  point  est  connu,  c'est- 
à-dire  lorsque  les  coordonnées  qui  déterminent  sa  position  dans 
l'espace  sont  données  en  fonction  du  temps. 
Soient  par  exemple 

y=KO, 

en  coordonnées  rectilignes.  Désignant  par  A,  i,  j  des  quantités 
géométriques  égales  à^Tunité  en  grandeur  et  portées  sur  les 
axes,  on  a 


u  =  /ia;  +  ij/+jz, 


d'où 


du        ,dx    .   .dw    .  .dz 
d^u         d*x     .d'y  ,   .d'z 

etc. 


équations  qui  résolvent  complètement  la  question  en  décompo- 
sant chaque  accélération  en  une  somme  de  trois  quantités  paral- 
lèles aux  trois  axes  et  exprimées  en  fonction  des  coordonnées. 


^T^  V        „  /v^^-T^-,    « 


'••1 
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Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  grandeur  algébrique  de 
Taccélération  d'ordre  n  sera 

^— VVdï^J  +V3?htJ  +(^dFn;  • 

Si  les  axes  étaient  obliques,  l'expression  serait  moins  simple, 
mais  aussi  facile  à  établir. 

O.  Courbes  des  espaces  et  des  vitesses.  —  On  se  sert 
souvent  pour  les  applications  pratiques  de  coordonnées  rectan- 
gulaires pour  figurer  la  relation  qui  existe  dans  un  mouvement 
déterminé  entre  le  temps  écoulé  t  et  T  espace  s  parcouru  par  le 
point  mobile  sur  sa  trajectoire;  soit 

s  =  fit) 

cette  relation,  la  courbe  qui  la  représente  est  dite  cou/rbe  des 
espaces.  Le  coefficient  angulaire  tg<f  » 

de  la  tangente  à  cette  courbe  en  Tun 
de    ses  points  est  égal  à  la  valeur 

correspondante  de  la  grandeur  -^  de 

la  vitesse,  pourvu  toutefois  que 
Tunité  de  temps  et  Tunité  d'espace 
soient  représentées  par  une  même  longueur  sur  la  figure. 

On  peut  construire  une  courbe  analogue  dite  courbe  des  vitesses 
en  prenant,  au  lieu  des  espaces,  les  vitesses  pour  ordonnées. 

T.  Vitesse  ansulaire  et  vitesse 
aréolafre  d'un  point.  —  Si  Ton  rapporte 
le  mouvement  plan  d'un  point  m  à  une  ori- 
gine 0  prise  dans  son  plan,  on  pourra  con- 
sidérer comme  fonctions  du  temps  pendant  le 
mouvement  du  point  :  0 

1®  L'angle  mOa  ou  9  que  fait  le  rayon  mobile  Om  avec  un 
rayon-origine  Oa; 
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2*  L'aire  mOa  ou  A  balayée  par  le  rayon  vecteur  Om  à  partir 
du  môme  rayon-origine. 
On  appelle  : 

Vitesse  angulaire  du  point  mobile  le  rapport  différentiel  -^  » 

Vitesse  aréolaire  du  point  mobile  le  rapport  différentiel  - — 

ac 

S.  Relationei  entre  la  vitesse  et  les  accélérations 
d'un  point  mobile  et  les  éléments  caractéristicpies 
de  sa  tri^ectoire.  —  On  a  \ii  dans  le  Cours  d'Analyse  ce  que 
l'on  doit  entendre  par  éléments  caractéristiques  d'une  courbe.  Ce 
sont  des  éléments  géométriques  de  grandeur  finie,  déterminés  par 
la  connaissance  des  points  consécutifs  de  la  courbe. 

Ainsi  la  connaissance  de  deux  points  consécutifs  détermine  la 
tangente;  celle  de  trois  points  le  rayon  de  courbure^  etc.,  etc., 
et  cette  détermination  est  indépendante  dans  son  résultat  de  la 
loi  suivant  laquelle  se  succèdent  les  points  consécutifs  sur  la 
courbe,  pourvu  qu'ils*  soient,  bien  entendu,  infiniment  voisins  les 
uns  des  autres. 

Le  choix  des  éléments  caractéristiques  d'une  courbe  est  d'ail- 
leurs indéterminé.  Ainsi  comme  élément  du  deuxième  ordre  on 
pourra  adopter  soit  le  rayon  de  courbure,  soit  la  courbure  qui 
en  est  l'inverse,  soit  toute  autre  expression  liée  à  la  courbure 
d'une  façon  quelconque. 

Pour  les  courbes  planes  on  a  une  série  d'éléments  caractéris- 
tiques toute  naturelle  dans  la  tangente,  le  rayon  de  première 
courbure  et  les  rayons  de  courbure  des  développées  successives 
de  la  courbe. 

Ces  grandeurs  ont  pour  expressions  les  coefficients  diffé- 
rentiels 

ds     d}s    d'«     . 

T"»    TPI»   "jI»  ®^c* 
a  CL     a  a*    a  a' 

qui  sont   les  dérivées   successives  de  l'arc  s,  c'est-à-dire  du 
chemin  parcouru  considéré  comme  fonction  de  l'angle  a  que  fait 


T  • 
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la  direction  de  la  tangente,  c'est-à-dire  celle  de  la  courbe  même, 
avec  une  direction  fixe  prise  pour  origine.  Cet  angle  est  alors 
considéré  comme  variable 
indépendante ,  c'est-à-dire 
qu'il  reçoit  des  accroisse- 
ments successifs  égaux. 

Les  rayons  de  courbure 
ainsi  déterminés  définissent 
la  courbe  d'une  façon  très 
naturelle,  en  établissant  à 
partir  d'un  point  la  liaison  qui  existe  entre  le  chemin  qu'on  par- 
court sur  la  courbe  et  l'angle  correspondant  dont  on  tourne. 

Mais  la  même  liaison  peut  être  aussi  bien  définie  en  prenant 

les  dérivées  de  l'angle  a  par  rapport  au  chemin  parcouru,  qui 

devient  alors  variable  indépendante,  et,  bien  que  ces  nouvelles 

quantités 

d(x 

*      ds 
d»a 


"«-d? 


etc. 


aient  une  représentation  géométrique  moins  immédiate  et 
moins  simple  que  les  précédentes,  nous  les  adopterons  cepen- 
dant parce  qu'elles  se  prêtent  à  une  extension  plus  naturelle 
aux  courbes  à  double  courbure. 

Dans  la  génération  de  ces  courbes,  en  effet,  on  a  deux  rota- 
tions à  considérer  : 

1^  La  rotation  de  la  tangente  tournant  d'un  angle  infiniment 
petit  da  dans  le  plan  osculateur  :  cet 
angle  est  celui  des  deux  côtés  consé- 
cutifs 1-2  et  2-3  du  polygone  infinité- 
simal ; 

2^  La  rotation  du  plan  osculateur,  tournant  autour  de  la  tan- 
gente d'un  angle  infiniment  petit  d^  :  cet  angle  est  celui  des 
deux  plans  osculateurs  consécutifs  123  et  234. 

Prenant  donc  l'arc  s  comme  variable  indépendante,  c'est-à- 
dire  donnant  au  chemin  parcouru  des  accroissements  égaux, 


r    -,f   -i- 


'^ 


ï^' 


1*  ^  ► 


'  'i 


^' 


Fu»» 


S!-.'- 
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nous  obtiendrons  les  deux  séries  suivantes  d'éléments  caractéris- 
tiques  qui  oflEriront  une  complète  symétrie  : 


a.  = 


0,  = 


da 
d8 

de 

ds 


a.  = 


e,= 


d'à 
ds« 
£6 

(i8« 


_d»a 

a,  —.-—...,  etc. 


d«» 
d»e 
d«» 


Et  il  sera  facile  d'exprimer  ensuite  au  moyen  de  ces  élé9ients 
les  autres  éléments  caractéristique^  d'un  usagé  plus  habituel. 

Ainsi  désignant  par  p  et  r  les  rayons  de  courbure  et  de  cat?i- 
brure  et  par  R  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  on  établira  sans 
peine  les  relations  suivantes  : 


i 

''=0: 


R 


=?rv'«!ô!+«|'«tc- 


a'  0 


d'où  réciproquement 


ao  = 


-5^ft«-pt,etc. 


Ces  préliminaires  une  fois  établis,  il  est  clair  que  si  la  vitesse 
et  les  accélérations  géométriques  d'un  point  sont  données  à  un 
instant  déterminé,  on  connaît  par  là  même  les  positions  succes- 
sives que  ce  point  occupe  aux  temps  t,  ^  +  cî^,  t  +  2d^^  etc., 
dans  l'espace,  c'est-à-dire  qu'on  doit  pouvoir  déterminer  : 

1**  Les  éléments  caractéristiques  de  sa  trajectoire; 

2^  La  rapidité  avec  laquelle  le  point  mobile  se  déplace  sur 
cette  trajectoire,  ou  en  d'autres  termes  l'arc  parcouru  s  en  fonc- 
tion du  temps  t  employé  à  le  parcourir. 


•  •  •        _  I  .  •  ■ 
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Cherchons  à  établir  les  formules  qui  expriment  cette  double 
liaison. 

Pour  cela  soit  mené  par  un  point  quelconque  0  un  trièdre 
trirectangle  0  (T,  N,  P)  formé  par  trois 
grandeurs  géométriques  T,  N  et  P 
égales  à  Tunité,  et  supposons  que  le 
sommet  de  ce  trièdre  restant  fixe,  ses 
côtés  se  déplacent  pendant  le  temps 
où  le  point  mobile  décrit  sa  trajectoire 
de  manière  à  rester  constamment 
parallèles  : 

OT,  à  la  tangente  à  la  trajectoire 
dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  ; 

ON,  à  la  normale  principale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  ; 

OP,  à  la  binormale  dirigée  vers  le  centre  de  cambrure.       • 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  accroissements  différentiels 
géométriques  de  T,  N  et  P  seront  donnés  par  les  formules  : 

/ 

dT  =  Nda 

dN  =  — Tda  +  PdO. 
(1)  dP  =  — Nde 

En  effet,  le  trièdre  peut  être  amené  de  sa  position  première  à 
une  position  infiniment  voisine  par  une  rotation  da,  autour  de" 
OP  (*)  suivie  d*une  rotation  dô  autour  de  OT  (**).  Il  est  facile  de 
s'assuVer  d'ailleurs  (et  nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à  propos 
des  mouvements  simultanés)  que  le  déplacement  infiniment  petit 
que  prend  un  point  par  la  succession  de  ces  deux  rotations, 
infiniment  petites,  est,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur,  la  somme  géométrique  des  déplacements  que  chaque 
rotation  produirait  si  elle  existait  seule. 

Or  la  rotation  rfa  produit  les  variations  différentielles  suivantes  : 


(*)  Cette  rotation  tend  toujours  à  amener  OT  sur  ON. 
(**)  Cette  rotation  tend  toujours  à  amener  ON  sur  OP. 
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PoiirT +  Ndft, 

Pour  N —  Tda, 

Pour? 0; 

de  même  la  rotation  dO  produit  : 

PourT 0, 

PourN +  PdO, 

PourP —  Nde, 

et  Ton  en  déduit  par  addition  les  relations  (1)  précédemment 
écrites. 

Si  maintenant  on  désigne  par  v  la  grandeur  algébrique  de  la 
vitesse,  on  a  l'identité 

V  =  t?T, 

qui  donne  par  une  simple  différentiation 

_       d  V      «,  du  .      d  T      fpdv  ,  ^j  ^  dct      -,  du  ...  , 

Il  serait  aisé  d'obtenir  par  des  différentiations  successives  les 
accélérations  d'ordres  suivants  F,,  r,...  Nous  nous  borne- 
rons à  la  relation  ci-dessus- qui  donne  l'accélération  au  moyen  de 
ses  deux  composantes  dirigées  l'une  suivant  la  tangente, 
l'autre  suivant  la  normale  principale  à  la  trajectoire. 

Dans  cette  expression  de  F,  et  dans  celles  plus  complexes  qu'on 
•  obtiendrait  pour  F,,  F,,  figurent,  comme  on  voit,  des  éléments 
de  deux  natures  :  les  uns,  comme  la  vitesse  v  et  ses  dérivées  par 
rapport  au  temps,  dépendent  de  la  rapidité  avec  laquelle  Iç  point 
se  déplace  sur  sa  trajectoire;  les  autres,  comme a^,  a,...  6^,  6,... 
dépendent  uniquement  de  la  nature  géométrique  de  cette  tra- 
jectoire et  en  sont  les  éléments  caractéristiques. 

Il  est  facile  d'ailleurs  d'introduire  dans  ces  expressions  à  la 
place  de  a,,  a,  et  ô,  les  rayons  de  courbure  et  de  cambrure  ainsi 
que  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  :  il  suffit  de  faire  usagé 
pour  cela  des  formules  précédemment  établies.  On  trouvera  ainsi 
pour  F,  en  particulier  : 

_       „  du      «,  u* 

r,=T  — +  N  — 

at  0 


ppfp 
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Od  voit  que  l'accélération  du  premier  ordre  est  située  dans  le  plan 
osculateur  de  la  trajectoire  et  qu'elle  peut  être  considérée  comme 
la  somme  géométrique  de  deux  composantes:  l'une,  tangentielle, 

dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  et  égale  à  -r-;  l'autre ,  nor- 
male, dir^ée  vers  le  centre  de  courbure  et  égale  à  —  La  pre- 

P 
mière  de  ces  composantes  subsiste  seule  ai  le  mouvement  est 

rectitigoe,  puîsqu'aloFs  -  s'annule;  au  contraire,  l'accélération 

P 
se  réduit  à  sa  composante  normale  si  la  grandeur  de  la  vitesse 
est  constante,   c'est-à-dire  si  le  mouvement  est  uniforme  sur 
la  trajectoire. 

Dans  le  cas  du  mouvement  circulaire,  si  l'on  appelle  u  la 
vitesse  angulaire  autour  du  centre,  on  a  visiblement  : 


Les  composantes  de  l'accélération  sont  alors  : 


dirigée  vers  le  centre  du  cercle,  et 


dirigée  suivant  la  tangente  dans  le  sens  du  mouvement. 

Si  le  mouvement  circulaire  est  uniforme,  l'accélération  se 
réduit  à  sa  composante  centripète  u'r. 

9.  Antre  méthode  pour  l'évaluation  des  compo- 
santes normale  et  tangentielle  de  l'accélération 
<l*an  point  en  fonction  de  la  vitesse  r*  de  sa  dérivée 
et  de  la  courbure  de  la  trajectoire  t  déviation*  —  Si 

au  lieu  de  chercher  l'expression  générale  des  accélérations  en 
fonction  de  la  vitesse  v,  de  ses  dérivées  et  des  éléments  géomé- 
triques de  la  trajectoire,  on  se  propose  simplement  de  calculer 
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cette  expression  pour  laccélération  première  F^,  on  peut  y  arri- 
ver directement  par  les  considérations  suivantes  : 

Portons  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  à  partir  de  la  posi- 
tion m,  que  le  point  occupe  à  un 
/  instant  donné  /,  une  longueur 

Or- -••JtP'        mm^^  ou  v^i,  àt  représentant 

'^s.  /l   V"  ^    ^^  espace  de  temps  que  nous 

1>.  /  Jit^     ferons     tendre    ultérieurement 

\  //^  vers  zéro.  Joignons  le  point  m 

s^y^  ainsi  obtenu  au  point  m',  position 

que  prendra  au  temps  t-^-t^iX^ 
point  mobile  sur  sa  trajectoire. 

La  grandeur  géométrique  m^rri^  située  dans  le  plan  mm^'m! 
osculateur  à  la  limite  à  la  trajectoire,  est  dite  la  déviation 
du  point  m,  lorsque  A^  devient  infiniment  petit. 

Si  Ton  désigne  par  u  le  rayon  vecteur  du  point  m,  on  devra 
noter 

u  4-  Au, 

celui  du  point  m\  c'est-à-dire,  en  développant  Au  par  une  for- 
mule d'Analyse  {Calcul  différentiel^  §  T8)  applicable  évidemment 
aux  grandeurs  géométriques  ; 


,  (du\M  .  fd*u\  Al 


A«« 
2^ 


quant  au  rayon  vecteur  de  m^,  il  est  égal  à 
en  sorte  que 


■ ,     {d^u\  A£* 


+ 


Si  Ton  suppose  actuellement  que  At  devienne  infiniment  petit, 
en  le  remplaçant   par  la  différentielle  dt  et  en  réduisant  Tex- 
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pression  de  tn^rri  à  son  terme  principal,  on  a  : 
d'où  l'on  conclut 


^^=-dr'     ' 

2 
Ainsi  l'accélération  première  est  égale,  au  facteur  -7^5  près,  à 

la  déviation  m^m'.  Décomposons  actuellement  cette  grandeur 

géométrique  m, m'  en  ses  deux  composantes  m^\k  et  \km'  sui- 
vant la  tangente  à  la  trajectoire  et  sa  normale  principale,  et  nous 
obtiendrons  pour  les  composantes  tangentielle  et  normale  de 
l'accélération  les  expressions 


w.=^     w.= 


2|xm' 

-dT 


Mais,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
second,  on  peut  confondre  l'arc  mm!  ou  As  avec  sa  projection 
m[K  sur  la  tangente,  c'est-à-dire  qu'on  a  : 

.         /d8\  dt  ,   /'dH\  dt^  , 
et  par  suite 

d'où  l'on  conclut  : 


Wli, 


V V,  -  'W  -  \d?)  -  dt' 


D'autre  part,  d'après  une  expression  connue  du  rayon  de  cour- 
bure {Calcul  différentiel,  §  1 64), 

— /  --  ^îîil  _  xT^dj} 

^^         2p  2p  * 
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donc 


W.=f 


On  retrouve  ainsi  les  expressions  de  (yJ»  et  (v,)^  obtenues  au 
paragraphe  précédent. 


B.  MOUVEMENT  ABSOLU  D'UN  SYSTÈME 

INVABIABLE 

lO.  Après  avoir  étudié  le  mouvement  d'un  point,  occupons- 
nous  maintenant  du  mouvement  d'un  système  de  points  en  sup- 
posant qu'il  existe  entre  ces  points  des  liaisons  qui  rendent  leurs 
déplacements  respectifs  plus  ou  moins  solidaires. 

L'hypothèse  la  plus  simple  à  faire  consiste  à  établir  entre  les 
différents  points  une  solidarité  complète,  en  admettant  que  les 
distances  mutuelles  de  tous  les  points  deux  à  deux  restent  cons- 
tantes :  le  système  est  dit  alors  invariable  de  forme.  On  donne  le 
nom  de  solide  à  un  pareil  système  (*). 

La  connaissance  des  positions  de  trois  points  non  en  ligne 
droite  suffit  pour  assurer  celle  de  tous  les  autres  points  du  solide. 
En  effet,  soient  rt,  6,c  les  trois  points  dont  la  position  est  connue  : 
celle  d'un  point  quelconque  m  se  déterminera  par  l'intersection 
de  trois  sphères  décrites  de  a^b,c  comme  centres  avec  des 


(*)  On  peut  toujours  étendre  par  la  pensée  un  système  solide  à  tous  les 
points  de  l^espace  :  rien  n'empêche  en  effet  de  supposer  ud  point  quelconque 
de  l'espace  lié  au  système  et  se  déplaçant  avec  lui.  Un  même  point  de  l'es- 
pace pourra  être  ainsi  considéré  comme  la  position  occupée  simultanémeut 
par  des  points  appartenant  à  des  systèmes  solides  différents  et  momentané- 
ment en  coïncidence. 
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rayons  égaux  anx  distances  respectives  de  ces  trois  points  au 
point  m  C). 

La  situation  d'un  solide  dans  l'espace  se  trouve  déterminée  par 
six  conditions  :  car  la  position  d'un  premier  point  a  dU  solide 
résulte  de  la  connaissance  de  trots  coordonnées  ;  il  en  faut  con- 
neiitre  deux  pour  définir  ensuite  celle  d'un  second  point  b,  astreint 
&  se  déplacer  sur  une  sphère,  et  une  dernière  donnée  suffit  enfin 
poarfixerun  troisième  point  cqui  ne  peut  plus  se  mouvoir  que  sur 
un  cercle  lorsque  les  positions  des  points  a  et  A  sont  connues. 

Si  un  solide  n'est  assujetti  qu'à  cinq  conditions,  il  peut  se 
déplacer  dans  l'espace,  mais  son  déplacement  est  complètement 
déterminé,  c'est-à-dire  que  chacun  de  ses  points  ne  peut  se 
mouvoir  que  sur  une  trajectoire  déterminée. 


MOUVEMENT  ÉLÉMENTAIRE  D'UN  SYSTÈME  INVARIABLE 

1 1 .  Nous  étudierons  d'abord  le  mouvement  élémentaire  {"*) 
d'un  système  invariable,  c'est-à-dire  que  nous  chercherons 
les  liaisons  qui  doivent  exister  entre  les  déplacements  simultanés 
infiniment  petits  des  différents  points  qui  le  composent;  ces  liai- 
sons seront  évidemment  de  deux  natures  :  liaisons  entre  les  direc- 
tions des  déplacements,  liaisons  entre  leurs  grandeurs. 

Translation  et  rotation  élémentaires.  —  Supposons  d'abord  que 
nous  définissions  le  mouvement  élémentaire  en  donnant  aux  trois 
points  a,b,c  des  déplacements  infiniment  petits  a  a',  bb',  ce'  de 
mftme  grandeur  et  de  même  direction  :  il  est  facile  de  reconnaître 
qu'un  point  quelconque  m  devra  prendre  un  déplacement  infini- 
ment petit  mm'  égal  et  parallèle  à  ceux  de  a,b  et  c. 


{']  Il  ne  peut  y  avoir  incertitiide  sur  celui  des  deux  points  d'inlersection 
qui  doit  fitre  adopté,  car  la  connaissance  de  la  position  primitive  des  points 
fait  voir  de  quel  c4té  du  plan  abc  doit  se  trouver  le  point  m. 

[**]  En  Mécanique,  on  emploie  généralement  le  mot  d'élémentaire  dane 
an  MM  équivalent  à  celui  d'infiniment  petit.   ' 
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br^ 


:  4  •  ' 


«j.  • 


?■■•' 


0: 


J-l- 


Le  mouvement  est  dit  alors  de  translation  :  la  vitesse  de  tous 

les  points  du  système  est  la  même  et 
ria*  cette  vitesse  est   dite  la  vitesse  de 

translation  du  solide.  : 


in 


a» 


•  -  n 

,■  I 


c» 


a^----v— - 


ai 


.^/^ 


Supposons   maintenant    que    nous 
vîî       fixions  deuxpoints  du  solide,  les  points 
a  et  6  par  exemple,  et  que  nous  don- 
nions au  troisième  c  un  déplacement 
infiniment  petit  ce',  qui  sera  nécessai- 
rement perpendiculaire  au  plan  abc  ; 
un  point  quelconque  m  du   système 
recevra    un  déplacement  mm' 
perpendiculaire  au  plan  abmet 
Tangle   infiniment  petit  m|jLWi' 
p>  ou  rfa  dont  tournera  le  plan 

77iba  pour  venir  en  m'ba  sera 
xa'^..   /  égal  à  l'angle  cyc'  dont  le  plan 

cba  aura  tourné  pour  venir  en 
c'ba. 

Le  mouvement  est  dit  alors 
de  rotation,  la  droite  ab  s'ap- 
pelle Vaxe  de  rotation  :  le  quo- 
tient de  Tangle  da  par  l'élé- 
ment de  temps  correspondant 
dt  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du 
solide. 

Une  rotation  est  généralement  représentée  par  une  grandeur 
égale  à  sa  vitesse  et  portée  sur  son  axe  dans  un  sens  qui  dépend 
de  celui  de  la  rotation.  La  grandeur  géométrique  ainsi  définie  est 
Vaxe  représentatif  de  la  rotation  considérée. 


m» 


-'->C' 


12.  Mouvement  élémentaire  d'une  figure  plane 
invariable' se  déplaçant  dans  son  plani  centre  ins- 
tantané de  rotation.  —  Avant  de  passer  au  mouvement  élé- 
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mentaire  le  plus  général,  étudions  d'abord  le  cas  particulier 
d'un  système  invariable  plan  mobile  dans  son  propre  plan. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  un  système  en  général 
est  applicable  à  ce  cas  particulier  :  le  système  plan  que  nous  con- 
sidérons pourra  recevoir  un  mouvement  de  translation  ou  un 
mouvement  de  i^otation;  seulement  la  translation  devra  avoir 
lieu  dans  le  plan  du  système  et  la  rotation  s'effectuera  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  on  pourra  aussi  considérer 
cette  rotation  comme  s'effectuant  dans  le  plan  et  autour  d'un 
point  de  ce  plan  qui  sera  le  pied  de  Taxe. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  la  connaissance  des  positions 
de  deux  points  suffit  pour  fixer  celle  de  tout  le  système. 

Nous  allons  démontrer  que  pour  un  pareil  système  le  dépla- 
cement le  plus  général  peut  s'obtenir  par  une  rotation.  Nous 
ferons  la  démonstration  pour  un  déplacement  fini  quelconque: 
le  raisonnement  s'appliquera  bien  entendu  au  cas  particulier 
d'un  déplacement  infiniment  petit. 


// 


'-V 


/    * 


/ 


/ 


-y 


Soit  a  un  point  quelconque  du  plan  :  ce  point  considéré  comme 
appartenant  au  système  avant  son  . 
déplacement  viendra  après  le  dé- 
placement en  a^.  Désignons  par 
b^  ce  même  point  a  considéré 
maintenant  comme  point  du  sys- 
tème déplacé  :  avant  le  déplace- 
ment, le  point  b^  occupait  une 
certaine  position  6. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  des 
trois  points  baa^  :  les  cordes  ba,  b^  aj,  positions  d'un  même  seg- 
ment de  droite  avant  et  après  son  déplacement,  étant  évidem- 
ment égales,  les  angles  bOa,  b^Oa^  sont  égaux  et  l'on  voit 
qu'en  faisant  tourner  le  système  de  l'angle  60a  autour  de  0,  on 
amènera  les  points  a  .et  b  en  a^  et  b^  et  avec  eux  le  solide  plan 
tout  entier  de  sa  position  primitive  dans  sa  position  nouvelle. 

Appliquons  ce  résultat  à  un  déplacement  infiniment  petit  :  le 
point  0  prendra  le  nom  de  centre  instantané  de  rotation^  et  le 
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déplacement  élémentaire  pouvant  s'effectuer  par  une  rotation 
autour  de  ce  point,  on  reconnaît  : 


'TU' 


ta? 


\ 


1*^  Que  le  déplacement  mm'  d'un  point  quel- 
conque est  normal  à  la  droite  qui  joint  ce  point 
au  centre  0  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  nor- 
males à  toutes  les  trajectoires  à  ^instant  con- 
sidéré passent  axe  centre  instanta7ié  de  rotation; 

mui 
2®  Que  la  grandeur  --7r-    de  la  vitesse  d'un 

point  quelconque  est  proportionnelle  à  la  distance 
de  ce  point  au  centre  instantané  de  rotation. 


Imaginons  maintenant  une  courbe  C  faisant  partie  du  plan 
mobile  et  entraînée  avec  lui;  soit  C  sa  position  infiniment  voisine, 

m'  un  point  d'intersection  de  ces  deux 
courbes.  Ce  point  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  courbe  G'  occupait  sur  la  courbe 
G  une  certaine  position  m  avant  le  dépla- 
cement. Sa  trajectoire  est  donc  tangente  à 
G,  ce  qui  prouve  que  la  normale  à  la  courbe 
G  au  point  considéré  passe  au  centre  ins- 
tantané de  rotation  0.  Il  en  est  donc  de 
même  de  la  normale  à  l'enveloppe  de  G, 
puisque  la  courbe  G  est  tangente  en  m  à 
cette  enveloppe  [Calcul  infinitésimal^  S  135). 


Ainsi,  la  normale  à  une  courbe  mobile  au  point  oii  elle  touche 
son  enveloppe  passe  au  centre  instantané  de  rotation. 

13.  Appllcatioiis.  —  Ges  importants  théorèmes  donnent 
lieu  à  de  nombreuses  applications  géométriques  dont  nous  four- 
nirons immédiatement  quelques  exemples. 

1**  Normale  à  V ellipse.  —  Supposons  un  triangle  mobile  mab 
de  forme  invariable  dont  les  sommets  a  et  6  décrivent  deux 


r»~i^ 
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droites  caj  cb  ;  on  sait  que  le  troisième  sommet  décrit  une  ellipse 
de  centre  c;  la  normale  en  un  point 
quelconque  de  cette  ellipse  s*  obtiendra 
sans  difficulté  par  Tapplication  de  la 
théorie  précédente.  En  effet,  élevant 
en  a  et  en  6  les  perpendiculaires  à 
ca  et  c6,  on  obtient  en  0  par  leur  inter- 
section le  centre  instantané  de  rota- 
tion de  la  figure  invariable  mab  :  mO  est  donc  la  normale  cher- 
chée. 


C^^:!.---- 


2**  Conchoïde.  —  Par  un  point  fixe  w,  on  mène  une  droite 
mobile  D  qui  rencontre  une  courbe  donnée  C  en  un  point  n.  On 
prolonge  tùn  d'une  longueur  constante  nm  :  on  obtient  ainsi  un 
lieu  géométrique  E  qui 
est  dit  la  conchoïde  de 
la  courbe  C  relative- 
ment au  point  co  ;  on 
demande  la  normale  à 
cette  conchoïde.   Me- 
nons la  normale  à  la 
courbe  C  en  n  et  la 
perpendiculaire    à    la 
droite  D  au  point  o)  qui  est  son  enveloppe.  Ces  deux  droites  se 
coupent  en  un  point  0  qui 
est  le  centre  instantané  de 
rotation  de  la  figure  inva- 
riable mn  :  mO  est  donc 
la  normale  cherchée. 

La  même  solution  s'ap- 
pliquerait encore  si,  géné- 
ralisant la  définition  pré- 
cédente, on  assujettissait  la  droite  D  à  rester  tangente  à  une 
courbe  donnée  û  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe. 


3*  Théorème  sur  V ellipse.  —  Étant  donnée  une  ellipse,  on  lui 
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circonscrit  un  angle  droit  amb,  et  Ton  demande  de  déterminer  le 
lieu  du  sommet  m  lorsque  les  côtés  de  Tangle  glissent  sur 
Tellipse. 

Le  centre  instantané  de  la  figure  invariable  formée  par  Tangle 

droit  est  le  sommet  0  du  rec- 
tangle construit  sur  amb  :  mO 
est  donc  la  normale  au  lieu 
cherché,  et  comme  elle  coupe  la 
corde  aben  son  milieu,  elle  passe 
constamment  par  le  centre  c  de 
Tellipse,  ce  qui  suffit  pour  dé- 
montrer que  le  lieu  cherché 
est  un  cercle  ayant  le  point  c 
pour  centre  [Calcul  intégral^  §  3416)  (*). 


4*  Enveloppe  du  second  côté  d'un  angle  droit  dont  le  sommet  s 

glisse  sur  une  droite  D  et  dont  le 
premier  côté  passe  par  un  point 
fixe  f.  —  On  construit  sans  diffi- 
culté le  centre  instantané  0  et 
par  suite  le  point  de  contact  m. 
Joignons  fm  et  menons  par  m 
une  perpendiculaire  mp  à  D 
jusqu'en  sa  rencontre  en  p  avec 
fs  prolongé.  A  cause  de 


--. 


ps  =  mO  =  fs, 

le  point  p  décrit  une  droite  P  parallèle  à  D  et  comme 

mp  =  sO  =  mf, 

on  voit  que  le  lieu  du  point  m  est  une  parabole  dont  f  est  le  foyer 
et  P  la  directrice. 


(*)  En  effet,  les  normales  passant  par  un  point  fixe,  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  est  constant. 
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i4l.  Mon^ement  élémentaire  dhine  figure  splié- 
rlqpie  invariable  se  déplaçant  sur  «a  sphère  s  pôle 
instantané  de  rotation.  —  Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  pour 
une  figure  plane  mobile  dans  son  plan  peut  se  répéter  pour  une 
figure  sphérique  mobile  sur  sa  sphère,  à  la  seule  condition  de 
substituer  aux  lignes  droites  des  arcs  de  grands  cercles. 

Ainsi  le  mouvement  élémentaire  d'un  système  sphérique  sur  sa 
sphère  est  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  pôle  instan- 
tané de  rotation,  et  les  arcs  de  grand  cercle  normaux  aux 
trajectoires  à  l'instant  considéré  passent  tous  par  ce  pôle. 

4  S.  Mouvement  élémentaire  d^n  nymtëwne  inva- 
riable dont  un  point  reste  fixe  t  axe  instantané  de 
rotation*  —  Soit  w  le  point  fixe  ;  coupons  par  une  sphère  de 
centre  ci>  :  nous  obtiendrons  comme 
section  un  système  sphérique  invariable 
mobile  sur  sa  sphère,  et  son  mouvement 
élémentaire  sera  une  rotation  aut(»ur 
d'un  pôle  instantané  0  qui  restera  immo- 
bile pendant  l'élément  de  temps  consi- 
déré. Mais  alors  deux  points  du  système 
restant  immobiles,  le  mouvement  élémen- 
taire de  ce  système  (S  i  1)  est  une  rotation  autour  de  Ow  qui  est 
dit  Y  axe  instantané  de  rotation, 

iO.  Mouvement  élémentaire  d'un  système  inva^ 
riable  cpii  se  déplace  d'une  manière  cfueleonque 
dans  l'espace  i  aine  instantané  de  rotation  et  de  slis- 
sement*—  Soit  a  un  point  quelconque  du  système,  a'  sa  posi- 
tion infiniment  voisine  :  on  peut  donner  au  système  une 
translation  égale  h  a  a'  qui  l'amène  de  sa  position  primitive  S  à 
une  certaine  position  intermédiaire  S,.  Pour  passer  ensuite  de 
la  position  S^  à  la  position  définitive  S',  remarquons  que  le  point  a 
n'a  plus  besoin  d'être  déplacé.  D'après  le  résultat  obtenu  au 
paragraphe  précédent,  ce  second  déplacement  pourra  donc  s'ob^ 
tenir  au  moyen  d'une  rotation  élémentaire  autour  d'un  certain 
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a' 


axe  instantané  k  passant  par  a\  Ainsi  le  déplacement  définitif 

résultera  d'une  translation  élémen- 
taire suivie  d'une  rotation  élémen- 
taire, et  le  point  a  par  lequel  passera, 
à  la  limite,  Taxe  de  cette  rotation, 
peut  être  arbitrairement  choisi. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  tou- 
jours déterminer   ce  point  de  telle 
sorte  que  l'axe  de  la  rotation  soit 
parallèle  à  la  translation. 
Coupons  en  effet  par  un  plan  P  perpendiculaire  à  l'axe  A,  nous 
obtiendrons  un  système  situé  dans  un  plan  que  les  deux  déplace- 
ments consécutifs  laisseront  parallèle  à  sa  direction  primitive. 

Une  figure  quelconque  F  prise 
dans  ce  système  occupera  les 
positions  F  et  F' avant  et  après 
le  déplacement. 

Projetons  la  figure  F  ortho- 
gonalement  sur  le  plan  F.  La 
figure  F^  obtenue  par  cette 
projection  étant  identique  à  la 
figure  F'  pourra  être  amenée 
à  coïncider  avec  cette  dernière 
par  une  rotation  autour  d'un 
centre  instantané  0,  situé  dans 
le  plan  P',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  une  rotation  autour 
d'un  axe  X  mené  perpendiculairement  au  plan  F  par  le  point  0. 
On  voit  ainsi  qu'en  définitive  la  figure  F  (et  avec  elle  le  système 
entier  qui  en  est  solidaire)  pourra  toujours  être  amenée  à  sa  posi- 
tion définitive  par  une  translation  élémentaire  FF^  et  par  une 
rotation  élémentaire  autour  d'un  certain  axe  X  parallèle  à  cette 
translation  (*). 

Un  pareil  mouvement  est  un  mouvement  élémentaire  hélicoï^ 


(*)  Il  est  même  à  remarquer  que  cette  conclusion  peut  s'appliquer  à  un 
déplacement  fini. 
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dal:  Taxe  X  que  nous  avons  ainsi  défini  est  dit  Vaxe  instantané 
de  rotation  et  de  glissement  du  système. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître  que  cet  axe  est  unique  et 
que  nous  aurions  retrouvé  la  même  droite  X  en  partant  d'un 
point  quelconque  autre  que  a.  En  effet,  dans  le  mouvement  héli- 
coïdal élémentaire  que  nous  venons  de  définir,  il  n'y  a  que  la  seule 
droite  X  qui  se  déplace  sans  cesser  de  coïncider  avec  sa  position 
primitive.  Cette  remarque  fait  voir  que  Taxe  A  précédemment 
trouvé  doit  toujours  avoir  la  même  direction,  quel  que  soit  le 
point  a  qu'on  choisisse. 

Il  est  utile  de  remarquer  également  que  le  mouvement  hélicoïdal 
élémentaire  défini  comme  nous  venons  de  le  faire  par  la  succes- 
sion d'une  translation  et  d'une  rotation  infiniment  petites  est 
le  résultat  de  ce  que  nous  appellerons  dans  la  suite  deux  mouve- 
ments élémentaires  simultanés.  Nous  démontrerons  que  l'ordre 
dans  lequel  les  deux  mouvements  se  succèdent,  peut  être  inter- 
verti sans  altérer  le  déplacement  élémentaire  final,  et  c'est  ce 
que  nous  exprimerons  précisément  en  disant  que  les  deux  mouve- 
ments sont  simultanés  ou  coexistants.  Le  mouvement  élémentaire 
le  plus  général  d'un  solide  résulte  donc  de  la  coexistence  d'une 
rotation  et  d'une  translation  parallèle  à  l'axe  de  la  rotation. 

17.  Autre  démonustratlon.  —  On  peut  arriver  directe- 
ment à  reconnaître  que  le  mouvement  élémentaire  le  plus  géné- 
ral d  un  système  invariable  est  un  mouvement  hélicoïdal,  en 
employant  le  raisonnement  suivant. 
Considérons  un  point  m  appartenant  au 
système  et  soit  m'  sa  position  après  le 
déplacement  élémentaire  :  ce  point  m' 
coïncide  avec  la  position  occupée  par  un 
point  m,  du  système  invariable  avant  son 
déplacement,  soit  m\  la  position  que  prend 
ce  dernier  point  après  le  déplacement  ; 
à  son  tour  considérons  le  point  m'^  comme 
un  point  m,  du  système  mobile  avant  son  déplacement  :  il  prendra 
après  déplacement  la  position  m\.  En  opérant  ainsi  de  proche  en 
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proche  on  définira  une  courbé  mm^m^m^m^,..  appartenant  au 
système  et  qui  dans  le  déplacement  viendra  occuper  la  position 
m/m\m\m\in\.,.  en  glissant  par  conséquent  sur  elle-même.  Une 
pareille  courbe  superposable  à  elle-même  et  devant  avoir  par 
conséquent  même  courbure  et  même  cambrure  en  tous  ses  points 
ne  peut  être  qu'une  hélice  {Calcul  infinitésimal ,  §  IST). 

Le  mouvement  élémentaire  peut  donc  être  produit  par  le  glis- 
sement d'une  hélice  sur  elle-même  :  c'est  donc  un  mouvement 
hélicoïdal. 


IS.  Foyer  et  caraetéristiqae  d'un  plan.  —  Considé- 
rons un  plan  quelconque  P  faisant  partie  du  système  mobile .  Ce  plan 
est  coupé  par  sa  position  infiniment  voisine  P' suivant  une  droite  G 
qui   est  dite  sa  caractéristique  [Calcul  différentiel ^  S  1413). 
Soit  une  figure  F  prise  arbitrairement  dans  ce  plan,  F'  sa 

position  voisine  dans  le 
P'  plan  P'.  Ramenons  ce 

plan  P'  sur  le  plan  P 
par  une  rotation  autour 
de  la  caractéristique. 
La  figure  F'  viendra 
alors  dans  une  certaine 
position  Fj  et  nous 
pourrons,  d'après  le 
théorème  du  centre 
instantané  de  rotation, 
ramener  la  figure  F^  en  F,  et  avec  elle  tout  le  système  dans  sa  posi- 
tion primitive,  par  une  rotation  élémentaire  autour  d'un  point  f 
du  plan  P,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  autour  d'un  certain  axe  G 
perpendiculaire  au  plan  P  et  passant  par  /. 
Ce  point  f  est  dit  le  foyer  du  plan. 

Ainsi  le  déplacement  du  plan  P  et,  par  suite,  de  tout  le  sys- 
tème pourra  s'obtenir  par  deux  rotations   simultanées,  l'une 
autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  menée  par  son  foyer,  l'autre 
autour  de  sa  caractéristique. 
C'est,  comme  on  le  voit,  une  seconde  manière  de  décomposer 


•  I 


CINÉMATIQUE 


29 


le  mouvement  élémentaire  le  plus  géûéral  en  deux  mouvements 
élémentaires  simultanés. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  Ton  joint  un  point  quelconque 
m  du  plan  P  au  foyer  /,  fm  sera  normal  au  déplacement  de  m, 
car  ce  déplacement  mm!  est  la  somme 
géométrique  de  deux  déplacements 
simultanés  Tnmj,  mm„  tous  deux  per- 
pendiculaires à  mf. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  plans  norma/ux  aux  trajectoires 
de  tous  les  points  d'unplan  passent  tous 
par  un  même  point  de  ce  plan  qui  en 
est  le  foyer. 

On    remarquera    Tanalogie    de    ce 
théorème  avec  celui  relatif  au  centre  instantané  de  rotation  dans 
le  mouvetnent  plan. 

Le  foyer  d'un  plan  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  est  le  seul 
point  de  ce  plan  qui  en  sorte  normalement  :  la  caractéristique 
par  contre  est  le  lieu  des  points  du  plan  qui  ne  sortent  pas  du 
plan  dans  leur  déplacement  élémentaire. 


19.    Droites  eonjusuées.  —   Considérons  deux    plans 
P  et  F  menés  par  une  droite  D  du  ^  ^^ 

système.  ""  ' 

D'après  le  théorème  précédent 
les  plans  normaux  aux  trajec- 
toires des  points  de  D  doivent  tous 
passer  par  les  foyers  /  et.f  des 
deux,  plans  P  et  P'  auxquels  cette 
droite  D  appartient.  Ces  plans  se 
coupent  donc  tous  suivant  lamême 
droite  ff  ou  A  et  par  suite ,  si  nous 
menons  par  D  un  troisième  plan 
quelconque  P",  le  foyer  de  ce  plan 
sera  nécessairement  situé  sur  A,  puisqu'il  doit  ôtre  à  l'intersec- 
tion des  traces  des  plans  normaux  aux  points  de  D  sur  le  plan  P"". 
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On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  foyers  des  plans  qui  passent  par  une  même  droite  D  sont 
situés  sur  une  seconde  droite  A. 

Ces  deux  droites  D  et  A  sont  dites  conjuguées  et  jouissent  de 
propriétés  réciproques.  En  effet,  considérons  un  plan  quelconque 
mené  par  A,  le  plan  f<^f  par  exemple,  ce  plan  a  pour  foyer  le 
point  ç  où  il  rencontre  D,  puisqu'il  est,  d'après  ce  qui  précède, 
normal  à  la  trajectoire  de  ce  point. 


Ainsi  dans  un  déplacement  déterminé,  à  toute  droite  prise 
arbitrairement  dans  le  système  correspond  à  chaque  instant  du 
mouvement  une  droite  conjuguée,  et  la  première  droite  est  réci- 
proquement la  conjuguée  de  la  seconde. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'après  les  propriétés  démontrées 

que  si  plusieurs  droites  sont  dans  un  même  plan,  leurs  conjuguées 

passeront  toutes  par  un  même  point  qui  sera  le  foyer  de  ce  plan. 

Par  suite,  si  deux  droites  se  rencontrent,  leurs  conjuguées  se 

rencontrent  également. 

On  peut  remarquer  encore  que  si  plusieurs  droites  appartiennent  à 
un  mêmehyperboloïde,  leurs  conjuguées  sont  situées  sur  un  même 

hyperboloïde  qui  a  pour  direc- 
trices les  droites  conjuguées 
des  directrices  du  premier. 
Enfin,  si  Ton  considère  les 
droites  d'intersection  D,  D', 
D''...  de  différents  plans P,  P', 
P'^..  avec  un  même  plan  II, 
les  conjuguées  A,  A',  A"...  de 
ces  droites  devant  toutes  con- 
courir au  foyer  ç  du  plan  II, 
deviendront  parallèles  entre 
elles  si  le  plan  n  s'éloigne 
à  l'infini.  On  en  conclut  que 
la  droite  conjuguée  de  la  droite  à  l'infini  d'un  plan  quelconque 
P  a  une  direction  indépendante  du  choix  de  ce  plan.  Cette  droite, 
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qui  est  dite  V adjointe  du  plan  P,  peut  être  considérée  comme  le 
lieu  des  foyers  des  plans  passant  par  la  droite  D,  c'est-à-dire 
parallèles  au  plan  P,  puisque  la  droite  D  est  rejetée  à  Tinfini. 

Sans  insister  davantage  sur  ces  propriétés  des  droites  conju- 
guées, dont  la  théorie  est  due  à  Tillustre  géomètre  Chasles,  nous 
démontrerons  le  théorème  suivant  qui  a  une  grande  importance. 

Le  déplacement  élémentaire  d'un  système  peut  s'obtenir  au 
moyen  de  deux  rotations  élémentaires  sim/uUanées  autour  de  deux 
droites  conjuguées. 

Considérons  en  effet  deux  positions  a 6,  a'V  d'un  même  seg- 
ment de  droite.  Je 

dis  qu'on  peut  ton-  ^^' 

jours  amener  a  6  sur 
ab[  par  une  simple 
rotation. 

En  effet  menons 
par  b  une  parallèle 
6a,  à  6' a',  le  trian- 
gle baa^  ainsi  formé 
est  isocèle  et,  par 
suite,  si  l'on  pro- 
jette b  et  b'  en  p  et 
3' sur  le  plan  aa^a\ 
on  a  : 

Il  résulte  alors  des  théorèmes  précédents  qu'il  existe  dans  le 
plan  aa^a'  un  certain  centre  0  tel  qu'on  peut  amener  le  seg- 
ment ap  à  coïncider  avec  le  segment  égal  a'p'  par  une  rotation 
autour  de  ce  point.  Si  nous  considérons  l'axe  X  perpendiculaire 
au  plan  aala^  mené  par  0,  il  est  visible  que  par  une  rotation 
convenable  autour  de  cet  axe  ab  viendra  coïncider  avec  a'b\ 

L'axe  X  s'obtiendra  comme  le  montre  la  figure  par  l'intersection 
des  plans  perpendiculaires  aux  cordes  aa'  et  bV  en  leurs  milieux. 

Ces  considérations,  qui  s'appliquent  évidemment  à  un  déplace- 
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ment  infiniment  petit,  font  voir  qu'une  droite  D  d'un  système 
peut  être  amenée  à  sa  position  infiniment  voisine  D'  par  une  rota- 
tion autour  d'une  droite  A  qui  dans  ce  cas  est  bien  la  conjuguée 
de  D,  puisqu'elle  s'obtient  par  l'intersection  des  plans  normaux 
aux  cordes  infinitésimale^  ao! ^  bb\  c'est-à-dire  aux  trajectoires 
des  deux  points  a  et  6  de  D. 

A  son  tour  la  droite  A  qui  n'a  pas  changé  de  place  dans  cette 
première  rotation,  pourra  être  amenée  à  sa  nouvelle  position  A' 
par  une  rotation  autour  de  D.  Lorsque  D  et  A  auront  été  amenées 
à  leurs  positions  D'  et  A',  le  solide  tout  entier  aura  reçu  le  dépla- 
cement qu'il  doit  subir,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  plus 
haut. 

C'est,  on  le  voit,  la  troisième  manière  dont  nous  décomposons 
le  mouvement  élémentaire  le  plus  général  d'un  solide  en  deux 
mouvements  élémentaires  simultanés  :  il  est  à  remarquer  d'ail- 
leurs que  la  seconde  décomposition  rentre  comme  cas  particulier 
dans  la  troisième,  car  la  caractéristique  d'un  plan  est  conjuguée 
de  la  perpendiculaire  à  ce  plan  menée  par  son  foyer. 

M  20.  Quelques  eoi&sé4iueiices  remarquables  de 
la  théorie  des  droites  coujufniées  t  théorème  de 
M.  Maniilieliii.  —  Signalons  quelques  conséquences  remar- 
quables de  la  théorie  précédente. 

On  peut  observer  d'abord  que,  si  l'on  considère  un  plan  P 
perpendiculaire  à  la  direction  commune  des  adjointes  et  si  Ton 

désigne  par  X  l'adjointe  de  ce  plan, 
le  déplacement  pouvant  s'obtenir 
par  deux  rotations  simultanées 
autour  de  X  et  de  sa  conjuguée 
et  cette  dernière  droite  étant 
rejetée  à  l'infini,  la  rotation  qui 
s'effectue  autour  d'elle  se  réduit 
à  une  translation  parallèle  à  X, 
et  le  mouvement  élémentaire  de- 
vient alors  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  cette  dernière 
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droite  qui  est  Taxe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  du 
solide. 


Observons  encore  que  si  une  droite  G  normale  au  dépla- 
cement d'un  de  ses  points  ren- 
contre une  droite  D,  comme  elle 
doit  passer  au  foyer  9  du  plan  qu'elle 
détermine  ayec  D,  elle  rencontre 
aussi  la  conjuguée  A  de  D,  puisque 
le  point  7  appartient  à  cette  dernière 
droite  :  il  en  résulte  également  que 
la  droite  G  est  normale  à  la  trajectoire  de  tous  ses  points* 

Réciproquement  si  une  droite  G  rencontre  deux  droites  conju- 
guées D  et  A,  elle  passe  au  foyer  9  du  plan  (GD)  et  est  par  consé- 
quent normale  à  la  trajectoire  de  tous  ses  points. 

Ces  deux  lemmes  conduisent  très  simplement  à  la  démonstra- 
tion du  beau  théorème  de  M.  Mannheim  sur  le  déplacement  d'une 
figure  invariable  assujettie  à  quatre  conditions. 

On  a  vu  que  le  déplacement  d'une  figure  invariable,  pour  être 
entièrement  déterminé,  devait  être  assujetti  à  cinq  conditions.  Si 
la  figure  n'est  assujettie  qu'à  quatre  conditions,  son  déplacement 
est  indéterminé  dans  une  certaine  mesure,  c'est-à-dire  qu'à  par* 
tir  d'une  situation  donnée,  chaque  point  peut  recevoir  une  infi- 
nité de  déplacements  élémentaires  qui  appartiennent  tous  à 
un  même  élément  de  surface.  Considérons  en  particulier  quatre 
points  a,  &,  c,  e  de  la  figure  et  soient  (a),  (&},  (c),  (e)  les  surfaces 
élémentaires  sur  lesquelles  ces  points  doivent  se  mouvoir  et 
A,  B,  G,  E  les  normales  à  ces  quatre  surfaces  en  ces  points.  Si 
Ton  prend  trois  de  ces  normales  A,  B,  G  par  exemple,  pour  déter- 
miner un  hyperbololde,  la  quatrième  E  rencontre  cet  hyperbo- 
lolde  en  deux  points  réels  ou  imaginaires,  et  par  ces  deux  points 
passent  deux  génératrices  D  et  A  du  second  système  qui  rencon- 
trent les  quatre  droites  A,  B,  G,  E  et  qui  sont  les  seules  droites 
satisfaisant  à  cette  condition. 

Mais  dcms  tcyas  les  déplacements  possibles  les  quatre  droites 
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A,  B,  C,  E  sont  normales  aux  trajectoires  des  points  a,  ft,  c,  e  et, 
par  conséquent,  rencontrant  D,  elles  doivent  aussi  rencontrer  sa 
conjuguée;  cette  conjuguée  ne  peut  donc  être  que  la  droite  A, 
puisqu'il  n*y  a  que  les  deux  droites  D  et  A  qui  rencontrent  à  la 
fois  les  quatre  normales.  Il  existe  donc  deux  droites  D  et  A  qui 
Qont  conjuguées  dans  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les 

liaisons  imposées  au 
système.  Mais  alors 
si  Ton  considère  un 
point  quelconque  i  du 
système  et  si  l'on 
mène  par  ce  point  la 
droite  I  s'appuyant 
sur  D  et  A,  cette 
droite ,  rencontrant 
deux  droites  qui  sont 
conjuguées  dans  tous 
les  déplacements  pos- 
sibles, sera  normale 
à  toutes  les  trajec- 
toires possibles  du  point  t,  c'est-à-dire  normale  à  la  suâ-face-tra- 
jectoiresxxT  laquelle  se  déplace  ce  point;  d*où  le  théorème  suivant 
qui  se  rattache  bien  par  son  caractère  à  ceux  que  nous  avons 
précédemment  démontrés  : 

Dans  un  déplacement  assujetti  à  quatre  conditions,  pour  une 
position  de  la  figure,  les  normales  auœ  su^* faces-trajectoires  de  tous 
les  points  du  système  rencontrent  deux  mêmes  droites  H  et  L. 


On  peut  remarquer  encore  que  les  différents  déplacements  du 
système  pouvant  tous  s'obtenir  par  deux  rotations  élémentaires 
simultanées  autour  des  droites  D  et  A,  ces  déplacements  ne  doivent 
différer  que  par  la  grandeur  relative  de  ces  rotations  élémentaires. 


Enfin  le  lieu  des  conjuguées  F  d'une  droite  G  dans  tous  les 
déplacements  possibles  est  l'hyperbololde  déterminé  par  les  trois 
droites  G,  D  et  A. 


■'  "» 
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En  effet,  une  génératrice  quelconque  L  du  second  système  de 
cet  hyperbblolde  rencontrant  D  et  A  sera  normale  à  la  trajectoire 


de  tous  ses  points  dans  un  déplacement  quelconque,  et  dès  lors, 
rencontrant  G,  elle  doit  rencontrer  la  conjuguée  F  de  G  dans  ce 
déplacement. 


I 
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MOUVEMENT  CONTINU  D'UN  SYSTÈME  INVARIABLE 

2 1 .  Mou  veinent  continu  d'un  système  plan  taàobile 
danci  0on  plan  t  base  du  roulement»  roulette.  —  Après 
avoir  étudié  d'une  manière  complète  le  mouvement  élémentaire 
d'un  système  invariable,  nous  nous  occuperons  maintenant  de 
la  succession  de  mouvements  élémentaires  consécutifs  qui  cons- 
titue le  mouvement  continu  d'un  pareil  système. 

Prenons  d*abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'un  système  plan 
mobile  dans  son  plan. 

Nous  pouvons  considérer  : 

1^  La  série  des  points  du  plan  fixe  qui  deviendront  successive- 
ment centres  instantanés  de  rotation  :  ces  différents  points 
0,  Oj,  0,...,  etc.,  sont  les  points  consécutifs  d'une  courbe  fixe  G 
qui  est  dite  la  base  du  roulement; 

2*  La  série  des  points  du  plan  mobile  0, 0\ ,  0',. . .,  etc. ,  qui  vien- 
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dront  en  coïncidence  avec  les  précédents  au  moment  où  ceux-ci 
seront  centres  instantanés  de  rotation  :  ces  points  forment  une 
seconde  courbe  G'  invariable  de  forme  comme  la  première,  mais 
mobile  avec  le  plan  auquel  elle  appartient  et  qu'on  nomme  roulette. 


La  roulette  et  la  base  du  roulement  sont  tangentes  entre  elles  au 
point  0  ;  en  effet,  par  la  rotation  infiniment  petite  qui  s'eflFectue 

Q,  autour  de  ce  point,  le  point  0'^  doit 
venir  coïncider  avec  Oj  ;  donc  Tangle 
0,  0  0\  est  Tangle  infiniment  petit 
dont  tourne  tout  le  système  autour 
du  centre  0  pendant  l'élément  d.e 
temps  dtj  ce  qui  démontre  le  contact 
des  deux  courbes,  puisque  00^  et  00\ 
sont  leurs  tangentes  respectives. 

Do  plus,  dans  le  mouvement  continu 
du  plan  mobile,  la  roulette  roule  sans 
glisser  sur  la  base,  car  ses  éléments 
consécutifs  tels  que  0  0\  viennent 
s'appliquer  successivement  sur  les 
éléments  égaux  et  correspondants 
tels  que  0  0,  de  la  base. 
On  obtient  ainsi  une  image  très  nette  du  mouvement  continu 
de  la  figure  plane  mobile  dans  son  plan  :  ce  mouvement  peut 
toujours  se  réaliser  par  le  roulement  d'une  courbe  mobile  sur  une 
courbe  fixe,  la  courbe  mobile  étant  supposée  entraîner  avec  elle 
tout  le  système. 

Le  mouvement  sera  complètement  défini  si  à  la  connaissance 
de  ces  courbes  on  joint  celle  de  la  vitesse  avec  laquelle  le  point 
de  contact  0  se  déplace  sur  l'une  d'elles. 


On  conçoit  maintenant  que  deux  problèmes  peuvent  se  présen- 
ter dans  l'étude  du  mouvement  d'une  figure  plane  : 

1^  Le  mouvement  étant  défini  d'une  manière  quelconque,  par 
exemple  par  la  connaissance  complète  du  mouvement  de  deux  de 
ses  points,  on  demande  de  déterminer  la  roulette  et  la  base  du 
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ronlement  ainsi  que  les  conditions  du  roulement  de  la  première 
de  ces  courbes  sur  la  seconde  ; 

2*  Étant  connues  la  roulette  et  la  base  du  roulement,  ainsi 
que  les  conditions  du  roulement  de  la  première  de  ces  courbes 
sur  la  seconde,  on  demande  de  déterminer  tous  les  éléments  du 
mouvement  d'un  point  mobile  quelconque  (trajectoire,  vitesse, 
accélérations). 

Ce  dernier  problème  complète  le  précédent  et  en  est  en  quelque 
sorte  la  réciproque  ;  nous  le  résoudrons  d'une  manière  générale, 
tandis  que  pour  la  première  question,  qui  peut  se  présenter  sous 
des  formes  très  diverses,  nous  nous  bornerons  à  traiter  quelques 
cas  particuliers. 

22.  Premier  problème  s  recherche    des    courbes 
du  roulement*  —  a)  Mouvement  elliptique.  —  Supposons  par 
exemple  que  deux  points  a  et  6  du  plan  mobile  décrivent  deux 
droites  Ga  ou  A,  Ci  ou  B.  Nous 
avons  déjà  vu  que  le  centre  ins- 
tantané de  rotation  était  en  0  à 
rintersection    des    perpendicu- 
laires aO,  60  aux  deux  droites 
Ca,  Cb. 

L'angle  aOb  étant  constant, 
comme  supplément  de  Tangle 
en  G,  le  point  0  se  trouve  cons- 
tamment sur  le  cercle  capable 

de  l'angle  (ic  —  G)  décrit  sur  ab. 
Ce  cercle,  invariable  de  gran- 
deur, est  par  conséquent  la  roulette  du  mouvement  que  nous 
étudions. 

Quant  à  la  base  du  roulement,  lieu  du  point  0  dans  le  plan  fixe, 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  n'est  autre  que  le  cercle  de  centre  G 
décrit  avec  GO  comme  rayon,  car  la  longueur  GO,  diamètre  du 
cercle  roulette,  est  évidemment  invariable. 

On  voit  ainsi  que  le  mouvement  étudié  peut  être  obtenu  par 
le  roulement  d'un  cercle  dans  un  cercle  de  rayon  double.  Dans 


38 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


ce  mouvement  tout  point  a  du  petit  cercle  décrit  un  diamètre 
du  grand  cercle.  En  effet  la  normale  à  sa  trajectoire  étant  aO, 
son  déplacement  est  constamment  dirigé  suivant  le  rayon  aC. 

Un  point  jx  quelconque  décrit  une  ellipse  facile  à  déterminer  ; 
en  effet,  en  menant  par  ce  point  jx  le  diamètre  Py  du  petit  cercle, 

on  reconnaît  immédiatement 
que  les  diamètres  Cp,  Cy  du 
grand   cercle    décrits  par  les 

points  ^et  Y  so^^  l^s  axes  de 
cette  ellipse  en  direction,  et  que 
[jlP,  jjly  sont  leurs  grandeurs. 

Il  est  à  remarquer  que  les  dia- 
mètres, trajectoires  des  points 
du  petit  cercle,  doivent  être 
considérés  comme  des  ellipses 
infiniment  aplaties.  On  peut 
donc  dire  que  dans  le  mouve- 
ment étudié  tout  point  décrit  une  ellipse^  et  Tellipse  se  présente 
ainsi  comme  une  variété  d'épicycloïde. 

b)  Mouvement  réciproque  du  précédent.  —  Supposons,  comme 
second  exemple,  que  deux  droites  A  et  B  du  plan  mobile  soient 
assujetties  à  passer  par  deux  points  fixes  a  et  b.  Le  mouvement 
ainsi  défini  peut  être  considéré  comme  réciproque  du  précédent  : 
en  effet,  les  mêmes  données  s'y  appliquent;  seulement  dans  le  cas 
actuel  c'est  le  système  des  deux  droites  A  et  B  qui  se  déplace 
tandis  que  les  deux  points  aetb  restent  fixes. 

La  détermination  des  courbes  du  roulement  se  fait  encore  très 
simplement  :  les  perpendiculaires  oO,  bO  aux  deux  droites  aux 
points  où  elles  touchent  leurs  enveloppes  —  qui  sont  les  deux 
points  fixes  —  déterminent  le  centre  instantané  de  rotation  0  et 
les  lieux  géométriques  de  ce  point  sont  le  cercle  décrit  sur  C  0 
comme  diamètre  dans  la  figure  fixe,  et  le  cercle  décrit  du  point  C 
comme  centre  avec  GO  pour  rayon  dans  la  figure  mobile.  Les 
courbes  du  roulement  sont  donc,  comme  dans  le  cas  précédent, 
deux  circonférences,  dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  de  un 


rrr. 
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à  deux  ;  mais  actuellement,  c'est  le  grand  cercle  qui  roule  sur  le 
petit  cercle  tracé  dans  son  intérieur. 

Le  point  C  décrit  évidemment  le  petit  cercle  lui-même. 

Une  droite  D  de  direction  quelconque,  menée  par  C  dans  la 
figure  mobile,  rencontre  ce  petit  cercle  en  un  point  d  qui  est  fixe 
parce  que  Tangle  aCdest  constant. 

Par  suite,  toute  droite  A  du  plan  mobile  enveloppe  une  circon- 
férence, dont  le  centre  est  le  point  d'Intersection  du  cercle,  base 
du  roulement,  avec  la  parallèle  D  à  A  menée  par  G. 


Un  point  quelconque  m  entraîné  dans  le  mouvement  peut  être 
considéré  —  et  d'une  infinité  de  manières  —  comme  le  sommet 
d*un  angle  de  grandeur  constante  dont  les  côtés  glissent  sur  deux 
cercles.  Il  suffit  pour  cela  de  mener  par  le  point  m  dans  le  plan 
mobile  deux  droites  quelconques,  par  exemple  les  parallèles  mA! 
et  mB'  à  A  et  B.  Ces  deux  droites  enveloppent  deux  cercles  de 
centres  a  et  6. 

Il  est  facile  de  reconnaître  dans  le  lieu  géométrique  que  nous 
trouvons  ainsi  pour  la  trajectoire  du  point  m,  la  concholde  d'un 
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cercle  relativement  à  Tun  de  ses  points,  c'est-à-dire  un  limaçon 
de  Pascal. 

Joignons  en  effet  le  point  m  au  point  C  :  le  prolongement  de 
cette  droite  ira  couper  le  cercle  de  base  en  un  point  o)  fixe  sur  ce 
cercle,  et  comme  la  longueur  mC,  distance  de  deux  points  de  la 
figure  mobile,  est  évidemment  invariable,  le  lieu  du  point  m 
pourra,  comme  on  voit,  s'obtenir  en  menant  par  un  point  w  d'un 
cercle  fixe  une  sécante  quelconque  w  G  et  prolongeant  cette  sécante 
à  partir  du  point  G  où  elle  rencontre  le  cercle  d'une  longueur 
constante  G  m. 

Tous  les  points  du  plan  mobile  décrivent  donc  des  limaçons 
de  Pascal. 

23.  Second  problème  i  détermiiiatton  du  mouve- 
ment d'un  point  connaissant  les  courbes  du  roule- 
ment. —  Le  second  problème  précédemment  énoncé  peut  se 
présenter  sous  deux  formes  différentes  : 

1**  On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  éléments  géométriques 
de  la  trajectoire  d'un  point  donné  m,  et  pour  cela  la  connaissance 
des  courbes  du  roulement  est  seule  nécessaire  ; 

2®  On  peut  se  proposer  de  déterminer,  outre  la  trajectoire 
d'un  point  m,  la  vitesse  et  les  accélérations  de  ce  point.  Pour 
résoudre  cette  dernière  question  il  est  nécessaire  de  faire  inter- 
venir la  vitesse  et  les  accélérations  du  centre  instantané  0  décri- 
vant la  base,  ou  du  moins  des  éléments  équivalents  caractérisant 
la  rapidité  avec  laquelle  la  roulette  roule  sur  la  base  du  roulement. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  cette  seconde  question  renferme 
implicitement  la  première  :  car  lorsqu'on  connaît  le  mouvement 
d'un  point,  c'est-à-dire  sa  vitesse  et  ses  accélérations  succes- 
sives, on  a  vu  (§  8)  que  les  éléments  de  sa  trajectoire  étaient 
par  là  même  déterminés. 

Résolvons  d'abord  la  première  question. 

24l«  Première  question  t  Trajectoire  d'un  point 
mobile»  tangente»  courbure.  —  Nous  supposons  connues 
la  roulette  et  la  base  du  roulement. 
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Dans  ces  conditions,  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  point 
mobile  ^n  est  facile  à  déterminer,  puisqu'il  suflBt  de  joindre  ce 
point  au  centre  instantané  0  pour  avoir 
la^normale  : 

Soit  maintenant  0^  la  position  infini- 
ment voisine  du  centre  0  sur  la  base.  Par 
la  rotation  infiniment  petite  qui  fait  tourner 
toute  la  figure  de  Tangle  d6  autour  de  0, 
le  point  m  vient  en  m^  et  O^m,  est  la  nou- 
velle normale  à  la  trajectoire.  Le  point  (x,  intersection  de  Om 
et  de  O^wi,,  est  donc  le  centre  de  courbv/re  de  cette  trajectoire. 


Pour  en  .déterminer  la  position,  désignons  par  l  et  l' les  lon- 
gueurs Om  et  0|x,  et  par  9  Tangle  que  fait  Om  avec  la  normale 
OC  à  la  base. 

On  a  dans  le  triangle  Om^jx  : 


d'autre  part,  si  Ton  abaisse  Op  perpendiculaire  sur  m,  [x^  le 
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triangle  OPO^  donne  : 


OOt cos  9(*)  =  Op  =  Z'  sin  jx  =  l  sin  m, 


A        ys. 


OU,  les  angles  [t.  et  m^  étant  infiniment  petits  : 


d'où 


00i 

1  cos 

9  — Z>  — Zm„ 

A 

00,  cos  r 

ys 

OOjCOSf 

portant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédemment  établie,  il 
vient  : 

1,1         de 

7  +  7r  = 


l  '  V     OOjCOS? 


Or  do  est  Tangle  dont  tourne  toute  la  figure  autour  du  centre 

0;  c'est  donc  aussi  l'angle  dont  doit 

,t'     tourner  la  tangente  0/*/  au  point  0/  de 

^.  la  roulette  infiniment  voisin  de  0  pour 

venir  s'appliquer  sur  la  tangente  O^t^ 

0      ^ZT^ fc — ^au  point  correspondant  0,  de  la  base. 

En  d'autres  termes,  comme  Tindique 

clairement  la  figure,  d^  est  la  somme 

algébrique  des  angles  de  contingence 

de  la  base  et  de  la  roulette.  Désignant 

alors  par  R  et  par  R'  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbes 

et  par  d^s  les  arcs  élémentaires  égaux  00^,00/ ,  on  a  : 


(*]  Car  l'angle  0|0p  est  égal  à  «p,  à  un  infiniment  petit  près. 
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et  la  formule  précédente  devient  : 

...  1,1 i^f^i^\ 

elle  détermine  la  position  du  centre  de  courbure. 

35.  €k»n0tractioii  de  Savary.  —  On  traduit  géométri- 
quement la  relation  que  nous 
venons  d'établir  au  moyen  de 
la  construction  suivante  qui 
porte  le  nom  de  Savary,  bien 
qu'elle  soit  réellement  due  à 
Ëuler. 

Soient  y,  y'  ^^^  centres  de 
courbure  de  la  base  G  et  de  la 
roulette  C  On  joint  le  point 
mobile  m  ky'y  on  mène  en  01a 
perpendiculaire  Od  à  la  nor- 
male mO.  Ces  deux  droites  my 
et  Od  se  coupent  en  d,  et  yd 
coupe  la  normale  en  \i,  qui  est 
le  centre  de  courbure  cherché. 

Cette  construction  est  facile  à  justifier  en  s'appuyant  sur  le 
lemme  suivant  : 

Lorsqu'une  sécante 
mm'  pivote  autour 
d'un  point  0  dans  un 
angle  fixe  mSm',  la 
quantité 

M    .     M    ^    , 
\0m     Oin'/  sln  ta 

où  <a  désigne  l'angle 
SOm,   est   constante 
pour  toute  position  de 
la  sécante. 
Pour  le  démontrer,  rapportons  les  droites  Sm,  Sw'  à  des  coor- 
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données  polaires  avec  le  point  0  comme  pôle  et  la  droite  OS 
comme  axe.  Leurs  équations  seront  de  la  forme  : 

i 

^  '~m  CCS  CD  +  n  sia  w* 

*  T  m  ces  Cl)  -h  n'  sin  a»' 

p  et  p'  étant  les  rayons  vecteurs  tels  que  Om,  Om'  correspon(^ant 
à  un  même  angle  co. 

Les  coefficients  de  cos  co  doivent  d'ailleurs  être  les  mêmes 
dans  les  deux  équations,  puisque  les  deux  droites  se  coupent 
sur  Taxe  OS. 

Il  en  résulte  que 

et,  p'  étant  négatif  dans  la  disposition  de  la  figure,  cette  équation 
revient  à 

-: —  (  7j — h  TT-,  )  =  n--n'  =  constante, 
sm  co  \0m  '  OmJ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Appliquant  ce  résultat  aux  sécantes  77'  et  m|x  et  à  l'angle  md-^, 
on  en  conclut  immédiatement  la  relation  ; 


\0m  +  0{ij  ""  cos  ?  \R"^  R'j 


qui  est  bien  celle  du  paragraphe  précédent. 

26.  Conséquences  de  la  formule  et  de  la  cous- 
tructlon  précédentes  t  cercle  de  roulement»  circon- 
férence des  Inflexions.  —  L'examen  de  la  relation  précé- 
demment établie 


V+r)~"cos?U"^R7 


fait  voir  que  pour  la  détermination  de  la  courbure  des  trajectoires 


TT 
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la  connaissance  de  la  courbure  des  courbes  G  et  G'  est  suffisante. 
On  peut  donc  pour  cette  recherche  substituer  sans  inconvénient 
aux  courbes  G  et  G'  leurs  cercles  bsculateurs  en  0,  ce  qui  revient 
à  remplacer  le  mouvement  réel  par  un  mouvement  ^picy- 
cloldal  (*). 

On  peut  môme  substituer  aux  deux  cercles  de  courbure  deux 
autres  cercles  tangents  aux  deux 
premiers    en   0,    pourvu   que  la 
quantité 


-  +  ^ 


reste  la  même. 

Si  Ton  remplace  le  cercle  fixe 
par  un  cercle  de  rayon  infini,  c'est- 
à-dire  par  une  droite  OT,  l'autre 
cercle  devra  avoir  un  rayon  .p 
défini  par  la  relation 


p^R'^'R'' 


le  cercle  K  ainsi  déterminé  a  reçu  le  nom  de  cercle  de  roulement. 

La  construction  de  Savary 
appliquée  à  ce  cercle  et  à  la 
droite  OT  se  simplifie  comme 
l'indique  la  figure.  Remarquons 
encore  que,  d'après  cette  cons- 
truction môme,  le  cercle  décrit 
sur  .OK  comme  diamètre  est  le 
lieu  des  points  dont  les  trajec- 
toires présentent  à  l'instant 
considéré  un  rayon  de  courbure  infini  :  cette  circonférence  a 


T 


(*)  On  sait  que  Tépicycloïde  générale  est  la  courbe  décrite  par  un  point 
invariablement  lié  à  un  cercle  qui  roule  sur  on  autre  cercle. 
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reçu  pour  ce  motif  le  nom  caractéristique  de  circonférence  des 
inflexions. 


27.  CSnveloppe  d^ne  courbe  mobile  i  point»  «le 
l'enveloppei  courbure — On  a  vu  précédemment  comment  se 
déterminent  les  points  ot^une  courbe  mobilejtouche  son  enveloppe. 
Cherchons  actuellement  le  rayon  de  courbure  de  cette  enve- 
loppe. Soient  M  et  Mj  deux  positions  consécutives  de  la  courbe 
mobile,  0  et  0^  deux  points  consécutifs  de  la  base  C  du  roule- 
ment. Les  droites  Oa;  O^a^  perpendiculaires  abaissées  de  0  et  0, 

sur  les  courbes  M  et  Mf 
sont  deux  normales 
consécutives  à  l'enve- 
loppe de  la  courbe  M  ; 
leur  intersection  pt  est 
le  centre  de  cour- 
bure cherché.  Or  la 
courbe  M  a  été  ame- 
née de  sa  position  pre- 
mière en  Mj  par  une 
rotation  dO  autour  de 
0.  Dans  cette  rota- 
tion, Oa  est  venu  en 
Oa',  et  les  deux  droi- 
tes Oa',  Ojttj  qui  sont 
deux  normales  consé- 
cutives à  la  courbe  M^ 
se  coupent  en  un 
point  m^  qui  est  le 
centre  de  courbure  de  cette  courbe  situé  sur  la  normale  Oa'.  Ce 
point,  considéré  comme  entraîné  dans  le  mouvement,  se  trouvait 
en  m  sur  Oa  avant  la  rotation,  et  Ton  voit  par  l'inspection  seule 
de  la  figure  que  le  point  \k  est  précisément  le  centre  de  courbure 
de  la  trajectoire  de  ce  point. 

Ainsi  le  problème  de  la  courbure  des  enveloppes  se  ramène  au 
problème  déjà  résolu  de  la  courbure  des  trajectoires. 
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On  en  conclut  immédiatement  que  des  courbes  parallèles  ont 
pour  ervoeloppes  des  courbes  parallèles^ 

Examinons  le  cas  particulier  d'une  droite  mobile  D.  Soit  E  sa 
courbe  enveloppe.  Pour  dé- 
terminer la  courbure  de 
cette  enveloppe,  nous  au- 
rons à  chercher,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  le  centre 
de  courbure  de  la  trajec- 
toire d'un  point  situé  à 
Tinfîni  dans  la  direction  per- 
pendiculaire à  D.  Appli- 
quons la  construction  de 
Savary,  simplifiée  par  l'em- 
ploi du  cercle  de  roulement, 

et  nous  trouverons  que  le  centre  cherché  8  a  pour  lieu  géomé  - 
trique  la  circonférence  symétrique  de  celle  des  inflexions  par 
rapport  à  OT. 

On  peut  encore  faire  au  sujet  des  enveloppes  de  droites  une 
remarque  assez  intéressante. 

En  effet,  le  système  des  normales  telles  que  0^  à  leurs  enve- 
loppes forme  un  faisceau  de  sommet  0  et  de  forme  invariable  : 
en  appliquant  à  ce  nouveau  système  de  droites  le  résultat  qu'on 
vient  d'établir,  on  trouvera  que  le  heu  des  centres  de  courbure 
des  développées  des  courbes  E  est  encore  un  cercle,  et  ainsi  de 
suite. 

S8.  Évaluation  du  i^ssement  d'une  courbe  mobile 
sur  son  enveloppe*  *^  Lorsqu'une  courbe  M,  entraînée  dans 
le  mouvement,  enveloppe  une  courbe  N,  elle  roule  et  glisse 
simultanément  sur  cette  enveloppe. 

L'évaluation  de  ce  glissement  est  utile  dans  l'étude  de  plusieurs 
questions  pratiques  ;  elle  est  d'ailleurs  facile  à  faire.  Reportons- 
nous  en  effet  à  la  première  figure  du  paragraphe  précédent  :  le 
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point  de  contact  a  qui  vient  en  a,  décrit  l'arc  a'â,  sur  la  courbe  M, 

et  rare  aa^  sur  son  enve- 
loppe. La  différence  entre 
ces  deux  arcs  mesure  le  glis- 
sement élémentaire  cher- 
ché. Cette  différence  est 
d'ailleurs  égale,  en  négli- 
geant des  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur,  à  Tare  aa' 
décrit  par  le  point  mobile  a, 
c'est-à-dire  à 

ÔflT.  dO. 

Ainsi  le  glissement  ne 
serait  nul  que  si  le  point  a 
coïncidait  avec  le  point  0. 

29.  Applicatioiui*  —  a)  Mouvement  épicycloïdal.  —  La 
théorie  précédente  donne  la  construction  immédiate  du  centre  de 

courbure  d'une  épicycloïde  quel- 
conque. 

On  peut  aisément  reconnaître 
que  la'  développée  d'une  épicycloïde 

est  toujours  une  épicycloïde  sem- 
blable (*). 

En  effet,  du  centre  c  du  cercle 
fixe,  menons  les  tangentes  au  cercle 
roulant  G',  puis  dans  Tangle  de  ces 
tangentes  inscrivons  le  cercle  G" 
tangent  au  cercle  G',  enfin  menons 
le  cercle  G^  concentrique  au  cercle 
fixe  et  tangent  extérieurement  au 
cercle  G". 

Si  nous  supposons  que  les  cercles 


n  Cet  énoncé  ne  s'implique  qu'à  répicycloîde  proprement  dite,  c'est-à-dire 
à  la' courbe  décrite  par  un  point  d'un  cercle  roulant  sur  un  autre  cercle. 
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Cet  C"  roulent  respectivement  sur  les  cercles  G  et  Gj,  de  manière 
à  ce  que  leurs  centres  soient  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  c, 
et  si  nous  considérons  sur  ces  cercles  roulants  deux  points  m  et  ji. 
en  ligne  droite  avec  le  point  0,  il  est  aisé  de  voir  que  dans  le  rou- 
lement les  points  m,  |jl  et  0  resteront  constamment  en  ligne  droite. 

Mais  la  droite  wO  est  la  normale  à  l'épicycloïde  du  point  m,  tandis 
que  la  droite  jaO  est  la  tangente  à  Tépicycloïde  du  point  jx,  et  comme 
ces  épicycloïdes  sont  semblables,  le  théorème  se  trouve  démontré. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  cycloïde,  la  développée  est  une 
cycloïde  égale,  comme  on  Ta  déjà  reconnu  dans  le  Cours  d'Analyse. 

Dans  le  cas  de  la  développante  de  cercle,  la  développée  est  le 
cercle  lui-même,  qui  doit  être  considéré  comme  cas  limite  d'épi- 
cyclolde. 


b)  Chaînette.  —  La  chaînette,  que  nous  avons  définie  par  son 
équation  en  Analyse,  se  retrouve  en  Cinématique  comme  le  lieu 
du  foyer  d'une  parabole  qui  roule  sur  une  droite. 

On  vérifie  aisément  Tidentité  de  cette  dernière  courbe  avec  la 
chaînette.  Remarquons  en  efifet  que  0  étant  le  centre  instantané 
de  rotation,  la  tangente  à  la  trajectoire  du  foyer  /'est  la  per- 
pendiculaire fq  kfO.  Si  nous 
abaissons  l'ordonnée  fp  et  du 
point  p  la  perpendiculaire  pq 
sur  la  tangente,  il  suffira  de 
prouver  que  pq  a  une  lon- 
gueur constante  pour  démon- 
trer par  là  même  l'identité 
de  la  courbe  décrite  avec  une 
chaînette. 

Or,  d'après  une  propriété 
de  la  parabole,  le  point  p 
appartient  à  la  tangente  pa 
au  sommet  a  de  cette  courbe.  D'ailleurs  la  tangente  j^O  étant 
également  inclinée  sur  le  rayon  vecteur  /O  et  sur  la  direc- 
tion de  l'axe,  les  angles  /Op,  fpa  sont  égaux.  Mais  les  angles 
/pp,  pfq  sont  aussi  égaux  conmie  ayant  leurs  côtés  perpendicu- 
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laîres  :  Tégalité  des  angles  fpa,  pfq^  comme  par  suite  celle  des 
triangles  rectangles  fpd^pfq^  se  trouve  ainsi  démontrée;  ces 
triangles  étant  égaux, 

pq=ifa  =  constante, 

ce  qu'il  fallait  prouver. 
Cette  nouvelle  définition  de  la  chaînette  permet  de  retrouver 


N 


facilement  la  construction  connue  de  son  centre  de  courbure.  On 
se  rappelle  en  effet  que  le  cercle  Ofh,  tangent  à  la  parabole  et 
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passant  par  son  foyer,  a  pour  diamètre  le  demî-rayon  de  courbure 
de  la  courbe.  Le  cercle  de  roulement  a  donc  son  centre  en  /c,  tel 
que  0&  =  2  OA,  et  la  construction  de  Savary  appliquée  à  ce  cercle 
et  au  point  /*  décrivant  la  chaînette  conduit  alors  au  point  <p,  tel 
que  /ip =/0,  à  cause  des  parallèles  Od  et  /*A,  OA  et  dç  qui  donnent  : 

fO"  fk~  kh" 

30.  Seconde  ^piestion  t  Détermination  de  la  vitesse 
et  des  acseélérations  des  points  mobiles  |  centres 
des    accélérations  I    triangles   caractéristiques.     — 

Abordons  actuellement  la  seconde  des  deux  questions  que  nous 
nous  sommes  précédemment  posées,  celle  qui  consiste  à  trouver 
la  vitesse  et  les  accélérations  géométriques  d'un  point  connais- 
sant la  base  et  la  roulette  ainsi  que  la  loi  du  roulement  de  cette 
dernière  courbe  sur  la  première. 

Le  calcul  géométrique  nous  permettra  de  traiter  directement 
la  question  dans  toute  sa  généralité. 

Soient  en  effet  deux  points  mobiles  m  et  n,  u  et  t;  leurs  rayons 
vecteurs»  La  distance  nm  sera  une  quantité  géométrique  de  la 
forme 

I(cosa-|-t  sin  a), 
OU 

en  désignant  par  { la  longueur  de  cette  quantité  et  par  a  l'angle 
qu'elle  forme  avec  la  direction  origine. 
Dîfférentions  l'équation 

(1)  u^v  —  le^f 

en    remarquant   que    la   longueur  l  est    constante    et    que 

da 

-Tj  est  la  vitesse  angulaire  a>  du  système  ;  il  vient  : 

du      dv    .  _,  . 

(2)  ^'       ^' 


* 


f 
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et  en  général  après  n  dérivations  on  sera  conduit  à  une  relation 
de  la  forme  : 

(3)  5^-5^=^e*'0H=(u-r)eH, 

©((o)  représentant  une  fonction  géométrique  déterminée  de  la 
vitesse  w  et  de  ses  dérivées. 
L* équation  (3)  peut  s'écrire  : 

et  Ton  voit  ainsi  que  la  quantité 

a  la  même  valeur  pour  deux  points  quelconques  m  et  n  du 
système. 
Désignons  par 

-UneH 

cette  constante  géométrique  :  nous  définirons  ainsi  un  certain 
point  Oh  de  rayon  U^  et  nous  pourrons  écrire  : 

(4)  g^  =  eH(u-Un). 

• 

Cette  équation  exprime  que  V accélération  d'ordre  n  —  i  d'un 
point  quelconque  m  s'obtient  en  multipliant  la  grandeur'  O.m  par 
une  quantité  géométrique  ©(w),  la  msme  pour  tous  les  points  du 
système,  c'est-à-dire  en  construisant  sur  O^m  un  triangle  Ojnr^a 
semblable  à  un  triangle  détermina. 

Le  point  O^J  pour  lequel  l'accélération  d'ordre  n —  1  est  nulle, 
sera  dit  le  centre  des  accélérations  de  cet  ordre. 

Nous  appellerons  triangle  caractéristique  d'ordre  n — 1  le 
triangle  auquel  O^Ym  Omy\..,.  sont  semblables. 

La  connaissance  du  centre  et  du  triangle  caractéristique  d'un 


ordre  donné  suffit,  on  le  voit,  pour  construire  les  accélérations 
de  cet  ordre  pour  tous  les 
points  du  système. 

L'image  extrêmemeat  sim- 
ple fourme  par  cette  coa- 
stniction  montre  bien  com- 
ment sont  liées  entre  elles 
les  accélérations  de  mâme 
ordre  des  différents  points. 

En  appliquant  ce  résultat 
aux  vitesses  et  remarquant 
que  le  triangle  caractéristi- 
que correspondant  est  rec- 
tangle, OD  retrouve  la  propriété  déjà  démontrée  du  centre  instan- 
tané de  rotation. 

''SI.  E)x:teiuloii  des  rémaltatm  précédent*  an  cas 
d'une  fflgnuw  plane  qui  se  déplace  en  se  déformantj 
mais  en  restant  semblable  &  elle-même* —  Les  relations 

que  nous  venons  d'établir  entre  les  vitesses  et  les  accélérations 
des  différents  points  d'une  figure  plane  invariable  mobile  dans 
son  plan  s'étendent  sans  difficulté  au  cas  d'une  figure  plane  qui 
se  déforme  en  se  déplaçant  dans  son  plan,  mais  qui  reste  sem- 
blable à  elle-même.  Dans  ce  cas,  la  relation 

(n  (u-«)  =  (e»', 

qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  conduit  par  différentiation 
(le  module  l  n'étant  plus  constant)  à  : 

'■''>  dt      dt-'^    Vwt       d'/ 

Mais  d'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite,  pendant  le 
temps  dt,  la  distance  l  de  deux  points  doit  s'augmenter  ou  se 
réduire  d'une  quantité  proportionnelle  à  l,  en  sorte  qu'on  a 
dl  =  kldt, 


■•  •» 
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en  désignant  par  k  un  coefficient  de.  contraction  ou  de  dilatation 
qui  doit  être  le  même  pour  tous  les  points  de  la  figure.  L'équa- 
tion (2')  peut  donc  s'écrire  : 

du     dv     .        .  r.  .     .-| 

et  conduit  à  des  conclusions  tout  à  fait  semblables  à  celles  du 
paragraphe  précédent,  avec  cette  seule  différence  que  les  fonc- 
tions 0,  au  lieu  de  renfermer  seulement  (o  et  ses  dérivées,  ren- 
ferment aussi  k  et  les  dérivées  de  k  par  rapport  au  temps. 

Cette  extension  de  la  théorie  des  centres  instantanés  est  due 
à  M.  Grouard. 

32.'  Mouvement  continu  d'une  fiipire  sphértcfue 
sur  sa  sphère*  —  On  peut  appliquer  à  ce  mouvement  les 
considérations  relatives  au  mouvement  plan  que  nous  venons 
d*étudier,  à  la  condition  de  substituer,  comme  nous  Tavons  déjà 
fait  pour  le  mouvement  élémentaire,  des  arcs  de  grands  cercles 
aux  lignes  droites. 

33.  Mouvement  continu  d'un  système  invariable 
qui  a  un  point  flxe«  —  Ce  mouvement,  qui  se  déduit  immé- 
diatement de  celui  d'une  figure  sphérique  sur  sa  sphère  revient 
au  roulement  d'un  cône  mobile  sur  un  cône  fixe. 

341.  Mouvement  continu  le  plus  général  d^un 
système  invariable.  —  Ce  mouvement  se  compose  d'une 
succession  de  mouvements  hélicoïdaux.  Si  l'on  considère  les  deux 
surfaces  réglées  qui  sont  les  lieux  géométriques  des  axes  instan- 
tanés dans  le  système  fixe  et  dans  le  système  mobile,  on  recon- 
naît que  ces  deux  surfaces  sont  de  raccordement  par  un 
raisonnement  très  analogue  à  celui  qui  a  servi  à  démontrer  le 
contact  des  courbes  de  roulement  dans  le  cas  d'une  figure 
plane. 

En  effet,  soit  X  l'axe  à  un  instant  donné,  X^  la  droite  qui  sera 
l'axe  à  l'instant  suivant,  X'^  la  droite  du  système  mobile  qui  doit 
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venii*  en  coïncidence  avec  X^  :  un  point  m  de  X\  viendra  en  m^ 
sur  Xj  par  un  déplacement  hélicoïdal,  c'est-à-dire  par  une  trans- 
lation infiniment  petite  m/m!  parallèle  à  X 
et  une  rotation  infiniment  petite  m'm, 
autour  de  X.  Mais  la  distance  du  point  w! 
à  X  étant  elle-même  infiniment  petite, 
l'arc  m'm^  (ou  sa  corde)  sera  du  second 
ordre.  Menons  par  mm^  le  plan  m*m^iù 
perpendiculaire  à  X,  X\  percera  ce  plan 
en  un  point  n,  et  comme  l'angle  m'm/i  (*) 
est  infiniment  petit,  mn  est  comme  m'm^ 
du  deuxième  ordre.  Donc  m^n  est  aussi 
du  deuxième  ordre,  c'est-à-dire  que  l'an- 
gle m^iùU  est  infiniment  petit.  En  d'autres 
termes,  les  deux  surfaces  réglées  ont,  en 
un  point  quelconque  w  de  leur  génératrice 
commune,  deux  tangentes  confondues 
wn,(i>m^,  ce  qui  prouve  bien  qu'elles  se  raccordait. 

Le  mouvement  continu  pourra  être  obtenu  par  un  roulement 
de  la  seconde  surface  sur  la  première,  roulement  accompagné 
d'un  glissement  parallèle  à  la  génératrice  commune. 


G.  DÉPLACEMENTS  SIMULTANÉS  ET  RELATIFS 

3S.  liois  de  déplacement  t  définitions  générales  % 
déplacements  d'ensemble.  —  Nous  entendrons  par  loi  de 
déplacement  en  général  une  condition,  quelconque  d'ailleurs,  qui 
détermine  à  chaque  époque  le  mouvement  de  chaque  point  de 
l'espace. 

Cette  condition  doit  pouvoir  se  traduire  par  une  relation  ana- 


(•)  Angle  de  X  et  de  XV 
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lytique  faisant  connaître  les  accroissements  différentiels  Drc,  ^y 
et  2)2  que  subissent  à  une  époque  donnée  les  coordonnées  d'un 
point  lorsque  ces  coordonnées  x,  y,  z  et  Tépoque  t  sont  arbitrai- 
rement choisies. 

Une  loi  de  déplacement  est  dite  plane  lorsqu'elle  ne  s'étend 
qu'aux  points  d'un  plan  et  qu'elle  ne  les  fait  pas  sortir  de  ce 
plan. 

Le  roulement  d'une  courbe  plane  mobile  sur  une  courbe  plane 
fixe,  si  l'on  suppose  tous  les  points  du  plan  invariablement  liés 
à  la  courbe  mobile  et  entraînés  avec  elle,  constitue  une  loi  de 
déplacement  plane  que  nous  venons  d'étudier  dans  le  précédent 
chapitre. 

Nous  appellerons  déplacements  d'ensemble  les  déplacements  qui 
laissent  invariables  les  distances  respectives  de  tous  les  points  : 
le  déplacement  qu'on  vient  de  citer  en  exemple  rentre  par  con- 
séquent dans  ce  cas. 

Pour  préciser  cç  qui  vient  d'être  dit,  nous  examinerons  spécia- 
lement le  cas  d'un  déplacement  plan  et  nous  supposerons  pour 
simplifier  que  la  loi  de  déplacement  donnée  puisse  s'exprimer  par 
une  relation  géométrique  de  la  forme  suivante  : 

(1)  2)u  =  9(u,OdM*). 


(*)  C*est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  d'un  déplacement  d'ensemble. 

La  forme  de  la  fonction  9  est  alors  facile  à  déterminer.  On  sait  en  effet, 
d'après  ce  qui  précède,  que  le  déplacement  élémentaire  d*un  point  quel- 
conque est  égal  à 

(u  —  Uo)fii  i  dty 

u  étant  la  vitesse  angulaire  du  déplacement  et  Uo  le  rayon  du  point  du  plan 
qui  est  centre  instantané  à  Tinstant  qu'on  considère  :  b>  est  donc  une  fonction 
algébrique  de  t  et  Uo  en  est  une  fonction  géométrique.  Ces  deux  fonctions 
peuvent  être  quelconques  d'ailleurs. 

Si  Ton  veut  mettre  la  yarjable  t  en  évidence,  désignant  par  f  une  fonction 
algébrique  et  par  F  une  fonction  géométrique,  on  aura 


^u  =  [u-F(0]/'(0id^ 
équation  qui  rentre  bien  dans  le  type  ci-dessus. 


•»  ■  ■ 


,--„-    ^v^  • -  -   »*"-,' 
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Cette  équation  donne,  à  chaque  époque  t,  le  déplacement  î)ti  ou 

mm  que  prend  pendant  le  temps  dt  un  point  m  de  rayon  vec- 
teur ti. 
La  vitesse  de  ce  point  est  donc  la  grandeur  géométrique 

(2)  V=^=(p(u,0. 

Si  l'on  veut  avoir  son  accélératioUj  il  fa/ut  suivre  le  point  dans 
son  mouvement,  c'est-à-dire  qu'il  faut  pendant  l'instant  suivant 
appliquer  la  relation  (2)  au  temps  t  +  dt  et  au  point  w+<>^«  On 
trouve  ainsi  : 

(3)  c)V  =  ?'„  ^u  +  9',  dt, 

et  si  ron  remplace  ^u  par  sa  valeur  Ydt  et  DV  par  Tdt,  iï  vient  : 

(4)  .  r  =  9«V  +  ?',=?(u,  0  ?'«  +  9V 

Mais  Y  étant,  d'après  la  relation  (2),  une  fonction  de  u  et  de  t, 
on  conçoit  qu'on  puisse  prendre  son  accroissement  différentiel 
cîV  correspondant  à  des  accroissements  de  w  et  de  ^  absolument 
arbitraires. 

On  trouve  ainsi,  par  la  règle  de  la  différentiation  totale  : 

(5)  dV  =  9'u  du  -f  9',  dt, 

formule  qui  donne  V accroissement  de  vitesse  lorsqu'on  passe  d'une 
époque  t  à  une  époque  t-{-dt  et  d'un  point  u  du  système  à  un 
autre  point  u-\-du.  Cette  formule,  où  nous  avons  eu  soin  de 
noter  l'accroissement  différentiel  de  V  par  une  lettre  différente 
de  celle  employée  précédemment,  ne  se  ramène  à  la  formule  (3) 
que  si  l'on  y  attribue  à  du  la  valeur  ^u  définie  par  la  loi  de 
déplacement. 

Toute  cette  discussion  s'étend  d'ailleurs  sans  diflBculté  au  cas 
d'une  loi  de  déplacement  absolument  quelconque,  exprimée  par 
exemple  par  les  trois  relations  algébriques  suivantes  : 


I 
I 


•^•vr 
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c)x  =  <?(a;,  y,  r,  0  dt 
Dy  =  <!»  (x,y,  z,  0  dt 

et,  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué,  l'hypothèse  d'un  dépla- 
cement plan  et  d'une  relation  géométrique  unique  n'a  eu  d'autre 
but  que  de  simplifier  les  écritures  et  l'énoncé  du  raisonnement. 

Soit  maintenant  le  cas  particulier  d'une  loi  de  déplacement 
d'ensemble,  et  considérons  à  une  époque  t  une  certaine  grandeur 
géométrique  mn  ou  w  entraînée  dans  le  mouvement.  Désignons 
par  8  la  variation  infiniment  petite  de  cette  grandeur  géométrique 
pendant  le  temps  dt;  il  est  évident  d'abord  que  cette  variation 
est  indépendante  de  la  position  de  mn  dans  l'espace,  et  ne  dépend 
absolument  que  de  sa  grandeur  géométrique,  puisque  deux 
droites  mn,  m'n'  égales  et  parallèles  à  un  moment  du  déplace- 
ment restent  constamment  égales  et  parallèles. 

Soient  uetti  les  rayons  vecteurs  des  points  m  et  n,  où  aura 
évidemment 

8w=^u'  —  c)u, 

au  et  Du'  désignant  comme  précédemment  les  variations  élémen- 
taires que  la  loi  du  déplacement  attribue  aux  rayons  vecteurs  u 

et  w'  n. 

3G.  Lois  de  déplacement  simultanées*  —  L'existence 
simultanée  de  deux  lois  de  déplacement  doit  être  entendue  de  la 
manière  suivante  : 

Un  point  m,  par  le  fait  d'une  première  loi  de  déplacement,  se 
transporterait  de  m  en  m'  pendant  le  temps  dt,  et  pendant  ce 


(*)  Il  est  important  de  remarquer  que  l'accroissement  Bw  que  nous  venons 

de  définir  est  très  diJQTérent  de  ^  w.  Si  Ton  mène  en  effet  par  l'origine  Ôq  égal  et 
parallèle  à  mn,  dw  sera  le  déplacement  du  point  q  ainsi  obtenu,  en  sorte 
qu'en  désignant  par  dO  le  déplacement  du  point  origine,  on  aura  : 


8w  =  Sw  —  <)0. 


r^w  w 
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même  temps  dt,  par  le  fait  d'une  seconde  loi,  il  recevrait  le  dépla- 
cement mm''.  —  Appliquons  -  lui  suoessivement  les  deux  lois  de 
déplacement  :  la  première  Tamènera  en  m',  la  seconde  le  trans- 
portera de  m'  en  m^.  Mais  à  cause  de  la  continuité^  m'm^  ne  doit 
différer  de  mm"  que  d'une  quantité  géomé- 
trique négligeable  comme  infiniment  petit  ^^^^m:' 
d'ordre  supérieur.  On  peut  donc  dire  que  le  ""^<^  ---^-ixi^ 
déplacement  total  mm^  reçu  par  le  point  m  in; 

est  la  somme  géométrique  des  déplacements 
qu'il  prendrait  si  chaque  loi  de  déplacement  lui  était  appliquée 
séparément,  et  l'on  voit  que  l'ordre  dans  lequel  on  applique  les 
deux  lois  est  indifférent  au  résultat. 

On  étendra  sans  difficulté  ce  qui  vient  d'être  dit  à  un  nombre 
quelconque  de  lois  de  déplacement  simultanées.  Les  déplace- 
ments élémentaires  dus  à  chaque  loi  sont  dits  déplacements  corn- 
posants  :  on  appelle  déplacement  résultant  le  déplacement  total. 

37.  Ck>iiipo8itioii  des  déplacements  simultanés 
élémentaires.  —  Dans  le  cas  où  l'on  ne  considère  que  des 
déplacements  élémentaires,  c'est-à-dire  correspondant  à  un  seul 
élément  de  temps  d/,  on  peut  énoncer  immédiatement  le  théorème 
suivant  qui  résulte  de  la  définition  même  que  l'on  vient  de  donner  : 

La  vitesse  résultante  est  la  somme  géométrique  des  vitesses 
composantes. 

En  effet  ces  vitesses  s'obtiennent  en  divisant  simplement  par 
dt  les  déplacements  correspondants. 

Ce  théorème,  applicable  à  un  nombre  quelconque  de  déplace- 
ments simultanés,  fournit  déjà  d'importantes  applications  géomé- 
triques et  mécaniques. 

3S.  Application  aniL  déplacements  simultanés 
d*iin  système  invariable.  —  L'application  simultanée  de 
plusieurs  déplacements  d'ensemble  à  un  système  de  points  pen- 
dant un  temps  élémentaire  doit  produire  évidemment  un  dépla- 
cement résultant  d'ensemble,  puisqu'aucun  des  déplacements 
composants  ne  modifie  les  distances  respectives  des  points  ;  la 
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question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  consiste  à  déter- 
miner la  nature  de  la  loi  du  déplacement  élémentaire  résultant 
lorsque  les  déplacements  composants  sont  connus. 

a)  Cas  de  deux  translations.  —  Supposons   d'abord   deux 

déplacements  d'ensemble  qui  soient  tous  deux 

f    '       'P^     des  translations j  c'est-à-dire  qui  donnent  pour 

y     J^      !       tous  les  points  de  l'espace  à  l'instant  considéré 

L^  des  vitesses  respectivement  égales  et  parallèles 

à  V  et  V  :  il  est  clair  que  le  déplacement  résul- 
tant sera  également  une  translation  dont  la  vitesse  Y^  sera  la 
somme  des  vitesses  des  deux  translations  composantes. 

On  composerait  de  la  même  manière  un  nombre  quelconque 
de  translations  simultanées. 

» 

b)  Cas  de  deux  rotations  autour  d'axes  parallèles,  —  Soient 

maintenant  deux  rotations  élémentaires  simultanées  autour  d'axes 

parallèles.  Choisissons    le 

""~^  —--  -^    plan  de  la  figure  perpen- 

ô  0  ô'     diculaire  aux  deux  axes  qui 

se  projettent  alors  en  0  et 
0'.  Soient  «o  et  w'  les  vitesses  angulaires  des  deux  rotations  que 
nous  supposerons  de  même  sens.  Considérons  un  point  0^  telle- 
ment situé  sur  00'  que 


wx00i  =  co'x040'. 

On  voit,  par  la  composition  des  vitesses,  que  le  point  0^  res- 
tera immobile,  et  comme  le  plan  choisi  pour  plan  du  tableau, 
tout  en  ayant  une  direction  fixe,  est  indéterminé  de  situation, 
il  s'ensuit  que  tous  les  points  situés  sur  la  parallèle  aux  deux 
axes  menée  par  0^  resteront  immobiles. 

On  voit  ainsi  que  le  mouvement  élémentaire  résultant  peut 
être  obtenu  par  une  rotation  unique  autour  de  Taxe  0^. 

La  vitesse  û  de  cette  rotation  est  facile  à  déterminer  en  écri- 
vant que  le  déplacement  d'un  point  est  le  môme  soit  qu'on  lui 
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applique  les  deux  déplacements  simultanés,  soit  qu'on  les  rem- 
place par  le  déplacement  résultant  unique.  Choisissant  le  point  0' 
pour  plus  de  simplicité,  on  trouve  : 


■<  00'  =  û  X  0,0', 


d'où,  à  cause  ( 


Ce  résultat  est  général,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  sens  des 
rotations,  à  la  condition  d'attribuer  à  u,  <»'  et  Q  des  signes  conve- 
nables ainsi  qu'aux  segments  00,  et  0,0'. 

Dn  cas  particulier  doit  être  remarqué  :  c'est  celui  où  w  étant 
égal  à  — (i)'  on  trouverait  Û  égal  à  zéro  et  le  point  0,  rejeté  à 
l'infîni.  Mais  dans  ce  cas  tous  les  points  des  axes  0  et  0'  ayant 
des  vitesses  égales  et  parallèles,  on  voit  immédiatement  (S  H) 
qu'il  en  sera  de  même  pour  tous  les  points  du  système  et  que  le 
déplacement  résultant  se  réduit  à  une  simple  translation  dont  la 
grandeur  est  u  00'. 

Ainsi,  une  translation  peut  toujours  être  considérée  comme 
équivalente  à  un  couple  de   rotations 
simultanées,  c'est-à-dire  à  deux  rota-     -^ 
tions  égales  s'effectuant  en  sens  inverse 
autour  d'axes  parallèles.  Si  l'on  repré- 
sente cesrotatioasparlesgrandeursOX, 
0^'  portées  sur  leurs  axes,  les  points      o 
0  et  0'  étant  choisis  sur  une  perpendi- 
culaire commune  à  ces  axes,  la  trans- 
lation équivalente,  ayant  pour  grandeur 
ux  OC,    se    trouvera   représentée  en 
grandeur  par  l'aire  du  parallélogramme 
OXOTC'  et  en  direction  par  une  perpendiculaire  au  plan  de  cette 
aire. 
On  voit  donc  qu'au  point  de  vue  du  mouvement  résultant  deux 
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couples  pourront  toujours  être  substitués  l'un  à  l'autre  pourvu 
que  leurs  plans  soient  parallèles  et  que  les  aires  de  leurs  paral- 
lélogrammes soient  égales.  On  voit  aussi 
X  qu'on  peut  toujours  transporter  paral- 

lèlement   à    elle-même    une    rotation 
figurée  par  son  axe  représentatif  OS  de 
manière  à  l'amener  dans  une  position 
"  quelconque  0^',  à  la  condition  de  lui 

adjoindre  une   translation    convenable 
perpendiculaire  à  sa  direction. 

En  effet,  oo  peut  sans  changer  le  mou- 
'  veraent  résultant  ajouter  au  système  de 
déplacements  donné  deux  rotations  égales  et  opposées  CX'  et 
O'X,  dont  l'effet  est  nul  ;  et  l'on  est  libre  ensuite  de  considérer  le 
système  des  trois  rotations  OX,  O'X',  O'X,  comme  formé  de 
la  rotation  O'X'  et  du  couple  OX,  O'X,  équivalent  à  une  transla- 
tion perpendiculaire  à  O'X'. 

c]  Cas  d'une  rotation  et  d'une  translation  perpendiculaire  à 
l'axe  de  la  rotation.  —  Passons  au  cas  d'une 
'-^'^      rotation     et    d'une    translation   élémentaire 
simultanées  et  supposons  d'abord  la  translation 
perpendiculaire  à  l'aze  de  la  rotation.  Gboi- 
sissons  comme  précédemment  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  et  soit  0  le  pied  de  cet  axe  :  la 
translation  sera  représentée  alors  par  une  cer- 
taine vitesse  Y  située  dans  le  plan  de  la  figure. 
Considérons  un  point  0,  pris  sur  la  perpendiculfùre  à  V  menée 
par  0,  à  une  distance  telle  que 

Le  point  G,  restera  immobile  et  il  en  sera  de  mdme  de  tous  les 
points  d'un  axe  passant  par  0,  et  parallèle  &  l'axe  0.  Donc  le 
mouvement  élémentaire  sera  une  rotation  autour  de  cet  axe  0,  et 
la  vitesse  de  cette  rotation  sera  u,  comme  on  le  reconnaît  aisé- 
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ment  en  évaluant  le  déplacement  d'un  point,  le  point  0  par 
exemple  (*). 

d)  Cas  de  deux  rotations  autour  d'axes  concourants.  —  Prenons 
pour  plan  de  la  figure  le  plan  des  deux  axes  X  et  X'  :  soient  a>  et  o)' 
les  vitesses  de  rotation 
correspondantes.  Portons 
sur  ces  deux  axes  des  lon- 
gueurs Oi,  Ot'  égales  à  ces 
vitesses  de  rotation  et  dans 
des  sens  tels  qu'un  observa- 
teurayantsatêteenioui'et 
ses  pieds  en  0,  voie  les  deux 
rotations  s'effectuer  dans 
le  même  sens,  de  droite  à 
gauche  par  exemple. 

Formons  le  parallélo- 
gramme Oimi.  Il  est  facile 
de  voir  que  le  point  m  res- 
tera immobile,  les  deux  rotations  lui  imprimant  des  déplacements 

élémentaires  égaux  et  contraires  (car  ces  déplacements  (o  X  mp  dt 

et  îJ  X  mp'  dt  représentent  l'aire  du  même   parallélogramme 
Oimf  multipliée  par  l'élément  de  temps  dt). 

Le  système  a  donc  deux  points  immobiles,  0  et  m.  Son  dépla- 
cement résultant  est  donc  une  rotation  élémentaire  autour  de  Om 
et  la  vitesse  de  cette  rotation  est  précisément  mesurée  par  Om  : 
car  si  nous  exprimons  que  le  déplacement  du  point  i  est  le  même 
par  cette  rotation  résultante  que  par  les  deux  rotations  compo- 
santes, nous  trouvons  : 

û.  f V  =  (0.  i'q  =  aire  du  parallélogramme  Oimi\ 

Par  suite  û.  tV  est  le  double  de  l'aire  du  triangle  Om»',  c'est- 
à-dire  que  û  =  Om. 


(*)  Ce  résultat  se  dédait  d'ailleurs  immédiatement   des  considérations 
développées  à  la  fin  du  dernier  paragraphe. 
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On  voit  donc  que  les  rotations  élémentaires  concourantes  se 
composent  entre  elles  par  une  simple  addition  géométrique  de 
leurs  axes  représentatifs. 

Cette  méthode  de  composition  s*étendrait  sans  difficulté  à  un 
nombre  de  rotations  quelconque. 

Elle  permet  de  retrouver  comme  cas  limite  la  solution  précé- 
demment obtenue  dans  le  cas  des  axes  parallèles. 

e)  Cas  d'une  rotation  et  d'une  translation  non  perpendiculaire 
à  Vaxe  de  la  rotation.  —  On  peut  considérer  la  translation  comme 
résultant  de  la  composition  de  deux  translations  élémentaires 
simultanées,  Tune  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  Taxe  de 
la  rotation.  Cette  dernière  composée  avec  la  rotation  ne  change 
pas  la  grandeur  de  cette  rotation  et  transporte  seulement  son  axe 
parallèlement  à  lui-même.  Composant  alors  cette  rotation  ainsi 
modifiée  avec  la  translation  qui  est  parallèle  à  son  axe,  on  obtient, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu,  un  mouvement  hélicoïdal  élémentaire. 

f)  Cas  de  deux  rotations  dont  les  axes  ne  sont  ni  concowrants 
ni  parallèles.  —  On  peut  par  l'adjonction  d'une  translation  con- 
venable déplacer  Tun  des  axes  de  rotation  jusqu'à  l'amener  à  ren- 
contrer le  second  axe  :  il  suffit  de  corriger  le  changement  ainsi 
apporté  au  déplacement  du  système  en  ajoutant  une  translation 
égale  et  contraire  à  la  première. 

Cette  dernière  translation  subsiste  alors  avec  la  rotation  résul- 
tant de  la  composition  des  deux  rotations  données  devenues  con- 
courantes. On  retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent  et  l'on  obtient 
un  mouvement  hélicoïdal. 

g)  Cas  général  d'un  nombre  quelconque  de  mouvements  élé- 
mentaires  simultanés  :  emploi  des  couples  de  rotation.  —  Le  mou- 
vement élémentaire  le  plus  général  étant,  comme  on  l'a  vu,  un 
mouvement  hélicoïdal,  ce  mouvement  peut  toujours  se  décomposer 
en  une  rotation  et  une  translation  simultanées. 

L'ensemble  de  tous  les  mouvements  simultanés  en  nombre  quel- 
conque et  d'espèce  quelconque  que  Ton  peut  supposer,  se  réduira 
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donc  à  un  certain  nombre  de  translations  et  un  certain  nombre 
de  rotations.  On  pourra  toujours,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
remplacer  ce  système  par  une  rotation  unique  et  une  translation 
unique,  et  ces  deux  derniers  mouvements  se  composeront  finale- 
ment en  un  mouvement  unique  hélicoïdal  dont  la  grandeur  et  la 
direction  se  trouveront  ainsi  déterminées. 

La  considération  des  couples  de  rotation  permet  de  simplifier 
cette  détermination. 

En  effet,  par  Taddition  de  translations  convenables,  on  pourra 
toujours,  comme  on  Ta 
remarqué,  transporter 
les  rotations  données 
parallèlement  à  elles- 
mêmes  sans  changer 
leurs  grandeurs ,  de 
manière  à  les  appliquer 
en  un  point  a  arbitrai- 
rement choisi.  Toutes 
ces  rotations  or,    ar* 


ar  .... 


pourront    être 

alors  remplacées  par  une  résultante  unique  aR  qui  n'est  autre 
que  la  somme  géométrique  des  rotations  primitivement  données. 

De  même  toutes  les  translations  aï,  at\  af ,,,  introduites  par 
le  transport  des  rotations  ou  primitivement  données  peuvent  être 
composées  en  une  translation  unique  aT  égale  à  leur  somme  géo- 
métrique et  décomposable  à  son  tour  en  deux  composantes,  Tune 
aT,  parallèle  à  aR,  l'autre  aT^  perpendiculaire  à  cette  direction. 

La  translation  aT^  composée  avec  la  rotation  aR  transporte 
cette  rotation  parallèlement  à  elle-même  et  sans  changer  sa  gran- 
deur dans  une  position  telle  que  a'R',  et  cette  dernière  rotation, 
composée  avec  la  translation  aT,  qui  n'a  pas  été  modifiée,  cons- 
titue le  mouvement  hélicoïdal  résultant. . 


?! 


■♦* 


if 

• 
4 


39.  Application  à.  l'évaluation  de  la  vitesse  d'un 
point    dans    différents   systèmes   de   coordonnées. 

—  La  grandeur  de  la  vitesse  étant  égale,  comme  on  Ta  vu, 


\ 
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ds 
à  T-»  pour  obtenir  son  expression  en  fonction  des  différentielles 
(tt 

des  coordonnées  du  point  mobile,  il  suffit  évidemment  d'éva- 
luer ds  dans  chaque  système  de  coordonnées  en  fonction  de  ces 
différentielles.  Mais  la  composition  des  mouvements  élémen- 
taires simultanés  permet  d'arriver  d'une  autre  manière  au  même 
résultat. 

Ainsi  en  coordonnées  rectangulaires^  on  peut  imaginer  que  le 
déplacement  élémentaire  d'un  point  x,  y^z^  soit  dû  à  trois  trans- 
lations simultanées  dx^  dy,  dz^  parallèles  aux  trois  axes  :  les 
vitesses  relatives  à  ces  trois  translations  sont  : 

•rr  suivant  OX  > 
ai 

^  suivant  OY , 
al 

-jT  suivant  OZ  > 
dt 


et  la  vitesse  résultante,  qui  sera  leur  somme  géométrique,  aura 
pour  grandeur 

dt 

Soit  maintenant  un  point  dont  le  mouvement  plan  est  rapporté 
à  des  coordonnées  polaires. 

Le  mouvement  élémentaire 
de  ce  point  pourra  être  con- 
sidéré comme  résultant  d'un 
mouvement  de  rotation  d'en- 
semble autour  de  0  dont  la 

vitesse  angulaire  serait  -jr  ^^ 

d'un   autre   mouvement   élé- 
mentaire dans  lequel  le  point 
m  se  déplacerait  d'une  quantité  dr  suivant  le  rayon  vecteur  qui  le 
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joint  à  Torigine;  la  vitesse  du  point  m  dans  ce  dernier  mouvement 

dr 
serait  —  dirigé  suivant  Om. 

La  vitesse  résultante  sera  donc  la  somme  géométrique  de 


mu 


di 
dr 


suivant  la  perpendiculaire  à  Om, 


mu'  ==  -rr  suivant  Om, 
dt  ' 


et  sa  grandeur  sera 


t?  = 


\/r5dê*Tdp 


dt 


Coordonnées  polaires  dans  Vespace.  —  Un  point  m  est  défini 
dans  l'espace  par  le  rayon  r  de  la 
sphère  de  centre  0  sur  laquelle  il 
se  trouve,  sa  longitude  XQp  ou  ç 
et  sa  latitude  pOm  ou  0. 

Considérons  son  mouvement 
élémentaire  comme  résultant  de 
trois  mouvements  simultanés  : 

Le  premier,  une  rotation  d'en- 
semble d<^  autour  de  OZ  donnant 
pour  m  une  vitesse  mu  perpendi- 
culaire au  plan  méridien  et  égale 

dt 


à  "\_  ^   ourcosô-i^; 


dt 

Le  second,  un  mouvement  par  lequel  le  point  m  se  déplace  sur 
son  méridien  de  manière  à  augmenter  de  âfO  sa  latitude.  La  vitesse 
mu'  due  à  ce  mouvement  sera  dirigée  tangentiellement  au  méri- 
dien pz  et  égale  à  r  -i-  ; 

Le  troisième  enfin,  un  mouvement  par  lequel  le  point  m  se 

déplace  de  dr  sur  son  rayon  vecteur;  la  vitesse  mu"  due  à  ce 

dr 
dernier  mouvement  est  égale  ^-y;^^  dirigée  suivant  Om. 


"  J 
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La  vitesse  résultante  sera  la  somme  géométrique  de  ces  trois 
composantes  rectangulaires,  et  sa  grandeur  sera  : 


k^ 


j  I 


m 


'•.  « 


fç:- 


4IO.  Métliode  de  Roberval  pour  le  trwk/eé  des  tan- 
Senteeu  —  Souvent  lorsqu'un  point  décrit  une  courbe  suivant 
une  loi  connue,  la  décomposition  de  son  mouvement  élémentaire 
en  mouvements  composants  simultanés  permet  d'arriver  simple- 
ment à  la  connaissance  de  sa  vitesse  et  par  suite  de  la  tangente 
à  sa  trajectoire. 

Considérons  par  e^çemple  le  point  mdécrivantrenip^e  de  foyers 

fetf*.  Soient  r  et  r  les  gran- 
deurs des  rayons  vecteurs  /m, 
/•'m. 

Rapportons  d'abord  le  mou- 
vement à  l'axe  ff*  et  au  foyer 
/,  en  coordonnées  polaires,  et 
décomposons    ce    mouvement 
comme  nous  l'avons    fait   au 
paragraphe  précédent  pour  évaluer  la  vitesse  dans  un  pareil  sys- 
tème de  coordonnées. 
Nous  reconnaîtrons  ainsi  que  la  projection  orthogonale   de  la 

vitesse  inconnue  sur  le  rayon  /m  doit  être  égale  à  -t-- 

En  raisonnant  de  la  même  manière  sur  le  même  mouvement 

rapporté  au  foyer  f,  nous  verrons  que  cette  même  vitesse  a  pour 

,    dr' 
projection  orthogonale  -i—  sur  le  rayon  vecteur  fm. 

Mais  d'après  la  propriété  de  l'ellipse 


r  4-  7''  =  constante, 


donc 


dr 
dt 


dr^ 

dt  ' 


v.j. 


rt 
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La  vitesse  du  point  m  qui  a  des  projections  égales  et  de  signes 
contraires  sur  les  deux  rayons  vecteurs  doit  donc  être  dirigée 
suivant  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  de  ces  rayons. 

Un  raisonnement  tout  analogue  s* appliquerait  aux  deux  autres 
courbes  du  second  degré. 


On  peut  encore,  par  Tapplication  de  cette  méthode,  déterminer 
très  simplement  la  tangente  à  la  cycloîde. 

Pour  cela  considérons  le  mouvement  élémentaire  du  point  m 
décrivant  la  cycloïde  comme  résultant  d*une  translation  élémen- 
taire iùvdt  dirigée  suivant  OX  et 
d'une  rotation  élémentaire  iùdt 
autour  du  point  C. 

Les  deux  vitesses  composan- 
tes mu,  mvl  correspondant  à  ces 
deux  mouvements  simultanés 
sont  égales  entre  elles  et  dirigées 
l'une  suivant  la  parallèle  à  OX, 
l'autre  suivant  la  tangente  au 
cercle  :  la  vitesse  résultante  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
cycloïde  est  donc  la  bissectrice  de  Tangle  itmu',  c'est-à-dire  que 
sa  direction  passe  par  l'extrémité  b  du  diamètre  vertical  du  cercle, 
résultat  conforme  à  celui  quia  été  obtenu  dans  le  Cou^^s  d'Analyse. 

4kt.  Composition  des  déplAcements  siiuiiltaiiés 
considérés  pendant  plusieurs  éléments  de  temps 
eonsécutilb.  —  Cherchons  actuellement  à  nous  rendre  compte 
de  ce  qui  se  passe  lorsque  les  lois  de  déplacement  simultanées 
sont  appliquées  pendant  plusieurs  éléments  de  temps  consécutifs. 

Supposons  deux  lois  de  déplacement    loo^ 
simultanées  :  ce  que  nous  dirons  s'éten- 
drait d'ailleurs  sans  difiBculté  au  cas  de   inT 
lois  plus  nombreuses. 

Pendant  le  premier  élément  de  temps,  ^^       °^ 

c'est-à-dire  de  l'époque  t  à  l'époque  t  -|-  dt,  le  déplacement  mm^ 
ou  du  du  point  m  est,  comme  on  l'a  vu,  la  somme  géométrique 


r 
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des  déplacements  mmf  ou  D  w  et  m'm^  ou  Yu  que  prendrait  le 

point  m  par  Tapplication,  pendant  cet 
élément  de  temps,  de  la  première  et  de 
la  seconde  loi  composantes. 

Pendant  le  second  élément  de  temps, 
de  Tépoque  ^  +  d^  à  Tépoque  t  +  2dt^  le 
déplacement  m^m^  ou  'bu^  sera  de  même  la  somme  des  déplace- 
ments m,m'j  ou  Wu^  etm'jm,  o\xyu^  attribués  au  point  m^  par  les 
deux  lois  siumultanées  pendant  ce  deuxième  élément  de  temps. 
Et  ainsi  de  suite. 
On  a  donc  les  relations  géométriques 

d'où  par  soustraction  et  en  divisant  par  di^  les  différences  qui 
sont  du  deuxième  ordre  : 

Mais  tandis  que  le  premier  membre  de  cette  équation  repré- 
sente V accélération  résultante  parce  que  la  différence  Du^ — 'hu 
qui  figure  en  numérateur  est  la  variation  des  déplacements  infi- 
niment petits  d'un  même  point  suivi  dans  son  mouvement  pen- 
dant deux  éléments  de  temps  consécutifs,  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  les  deux  termes  du  second  membre. 

En  nous  reportant  à  ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  3S  sur 
les  lois  de  déplacement  en  général,  nous  reconnaîtrons  dans  ces 
termes,  non  plus  les  accélérations  d'un  point,  mais  le  quotient 
par  dt  d'une  variation  de  vitesse  obtenue  en  changeant  à  la  fois 
de  point  et  d'époque. 

Cette  remarque  montre  que  la  liaison  entre  Taccélération  d'un 
point  dans  le  déplacement  résultant  et  celles  qu'il  prendrait  dans 
chacun  des  déplacements  composants  est  loin  d'être  aussi  simple 
que  la  relation  établie  entre  les  vitesses  correspondantes. 

Nous  n'insisterons  pas  d'ailleurs  sur  cette  question  qui  offre 
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peu  d'intérêt,  et  nous  aborderons  immédiatement  Tétude  bien 
plus  importante  des  mouvements  relatifs. 

42.   Déplacements  relatifs  s  théorème  de  €orioli8. 

—  Imaginons  deux  lois  de  déplacement  simultanées  déterminées 
dans  les  conditions  suivantes  : 

La  première,  que  nous  désignerons  comme  loi  du  déplacement 
relatifs  est  une  loi,  quelconque  d'ailleurs,  qui  ferait  décrire  à  un 
point  donné  m  la  trajectoire  G  (m,  m',  m/\  m!".,,  m*)  si  elle  agis- 
sait seule  ; 

La  seconde,  que  nous  appellerons  loi  du  déplacement  d' entrai- 


/ 


m: 


m     m.' 


nemeni^  définit  un  déplacement  d'ensemble  qui,  appliqué  à  la 
courbe  G,  par  exemple,  l'amènera  successivement  en  GjG,G,...G^ 
en  faisant  décrire  à  ses  différents  points  des  trajectoires  telles 
que: 

m,  mj,  rrij wi»-i  winj 

m',m\,m'j m'^im'n, 

etc. 


Nous  supposerons  que  cette  seconde  loi  entraine  non  seule- 
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l'espace,  mais  aussi  les  axes  par  rapport 
lot  est  définie,  eo  sorte  que  lorsque  le  point 
B  m  eTi  m'  par  le  déplacement  relatif,  est 
léplacement  d'entraînement,  la  loi  du  mou- 
inée  pour  la  seconde  fois,  lui  communique, 
lent  qu'elle  aurait  donné  pour  le  point  m,',  si 
portée  aux  mêmes  axes  fixes,  mais  bien  un 
,  qui  n'est  autre  que  le  déplacement  m'm" 
,  par  le  mouvement  d'entrainement. 
itions  qui  existent  entre  les  vitesses  et  les 
mouvement  relatif,  le  mouvement  d'entraî- 
ment  résultant,  qu'où  appelle  dans  ce  cas 


imédiatement  la  relation  entre  les  vitesses. 


m,  ne  peuvent  différer  par  raison  de  conti- 
nent petit  d'ordre  supérieur. 


dt         dl  ^   dt 

iilesse  absolue  est  égale  à  la  somm£  géomé- 
elative  et  de  la  vitesse  d'entraînement. 
es  vitesses  la  relation  est  la  même  que  dans 
ultanés  ordinaires,  et  il  n'est  pas  surprenant 
puisque  c'est  seulement  pendant  le  second 
le  la  différence  résultant  des  définitions  pré- 
à  se  faire  sentir. 

i  relation  générale  entre  les  accélérations, 
iblir  deux  formules  préliminaires  (*j. 


qui  Buivent,  nous  avons  racours  pour  simpliBer  A 
étriqué  A  trois  dimeiuions;  mais  comme  il  ne  s'agit 
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Si  un  point  m  de  rayon  w  a  un  mouvement  déterminé  et  connu, 
u  est  une  certaine  fonction  géométrique  connue  du  temps  t,  car 
en  désignant  par  A,  i,  j  l'unité  portée  suivant  trois  axes  rectan- 
gulaires OX,  OY,  OZ,  et  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  rela- 
tives à  ces  axes,  on  a,  en  désignant  par  <p,  <|/  et  ^  trois  fonctions 
connues  : 


d'où 


x  =  ?(0  y  =  ^t)  z=yi(t), 


«  =  a;A  +  yi  +  zJ  =  (p(0;i  +  »KOi  +  x(OJ- 


La  vitesse  et  les  accélérations  successives  du  point  m  sont  les 
dérivées  géométriques  successives  de  u  par  rapport  au  temps 
pris  comme  variable  indépendante. 

Mais  d'après  une  formule  d'Analyse  {Calcul  différentiel^  S  ""S) 
applicable  aux  grandeurs  géométriques,  si  l'on  «désigne  par  Du 
l'accroissement  total  de  la  fonction  u  après  un  temps  fini  D^ 

Telle  est  la  première  formule  que  nous  nous  proposions  d'éta- 
bUr  f). 


jamais  dans  ces  calculs  que  d'additions  ou  de  soustractions,  portant  sur  des 
quantités  finies  ou  infiniment  petites,  l'emploi  de  ce  mode  de  calcul  se 
trouve  absolument  justifié  {Calcul  différentielj  §  128). 

n  La  formule  (a)  étant  établie  pour  un  point  isolé,  il  ne  peut  y  avoir 

aucune  ambiguïté  sur  la  signification  des  coefficients  différentiels --TTf  -ti%"  qui 

représentent  la  vitesse  et  les  accélérations  de  ce  point  mobile.  Si  Ton  avait  à 
rappliquer  dans  le  cas  d'une  loi  de  déplacement  s'élendant  aux  différents  points 
du  plan  ou  de  l'espace,  il  faudrait  se  garder  de  confondre  les  quantités 


avec  les  expressions 


dt\dt)    di\dt*J 


•  •• 
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indeur  géométrique  ta  est  entraînée  dans  un  mouve- 
nble,  cette  grandeur  w  est  une  fonction  géométrique 
ir  si  l'on  désigne  par  x,  y,  :,  œ,  y',  s' les  coordonnées 
dites  rapportées  àtroisaxesOX,  OY,  OZ,  ces  sixcoor- 
tdesfonctionsdu  temps  supposées  connues,  eti'ona: 

sidère  les  variations  de  w  pendant  plusieurs  éléments 
nsécutifs,  on  pourra  former  les  diflférentielles  suc- 
i*w,  SV...  de  cette  grandeur  et,  en  les  divisant  par 
;s  correspondantes  de  dt,  on  obtiendra  les  coefficients 


Bu»    3'w    6'w 
di'  Ip'  dï"'" 

jellerons,  pour  simplifier,  dérivées  de  la  grandeur  ty, 
temps  Df,  la  variation  totale  Au;  de  to  pourra  se 
par  la  formule  d'Analyse  que  nous  avons  déjà 
l'on  aura  ainsi  : 

\dl)  "'  ^  \dt')l.Èr    [dt'J  1.2.3.  ^      *' 


raieot  les  vitesses  des  poiats  •y*°''j7' "j7i' *  "  P""'  rayons 

ns  k  répéter,  au  sujet  de  celle  formule,   l'observation  déjà 
mule  précédente  (a)  :  les  quanlités 

dï     dï*"     dî*" 

s  dérivées  successives  de  la  grandeur  w,  et  Ton  doit  se  ^rder 
-y  par  exemple  avec  -r-  (-77)  qui    représenterait  la   dérivée 

grandeur  (  —  j  entraînée  dans  le  monTemenl. 


>    • 
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Les  deux  formules  (a)  et  (g)  une  fois  établies,  revenons  à  la 
question  du  mouvement  relatif  et  reprenons  la  figure  précédente 
en  la  réduisant  à  ses  points  extrêmes. 

Le  triangle  mm^ml  donne  la  relation  géométrique  : 


(i) 


mnu  =  mmn  +  TnnWïn- 


Notons  par  les  lettres  D',  D^  et  7^  les  différentielles  du  rayon 
vecteur  d'un  point  lors-  ^ 

qu'on  suppose  ce  point 
séparément  soumis  au 
mouvement  relatif,  au 
mouvement  d'entraîne- 
ment et  au  mouvement 
absolu.  Désignons  par 
D',  D^  et  D  les  accrois- 
sements finis  corres- 
pondants aux  mêmes 
hypothèses  ;  notons 
enfin  par  8  et  A  les  va- 
riations infiniment  pe- 
tites et  finies  d'une 
quantité  géométrique 
soumise  au  mouvement  d'entraînement. 

La  relation  (1),  où  l'on  introduit  ces  notations,  s'écrit,  en 
appelant  u  le  rayon  vecteur  du  point  m, 


m. 


Du  =  DjU  +  mnmn. 

Mais  la  grandeur  géométrique  m^ml  n'est  autre  que  la  corde 
mm"  de  la  courbe  C,  qui  a  été  entraînée  avec  cette  courbe  dans 
le  mouvement  d'entraînement  et  transportée  ainsi  dans  la  position 
m^rrin  :  elle  est  donc  égale  à 

D'u  +  AIVit, 
en  sorte  que  l'équation  (1)  revient  à  : 

(1/)  Du  =  DjU  +  D'u  -h  A  D'u. 


:r^ 
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plaçons  actuellement  Dm,  D'u  et  D,«  par  leurs  développe- 
i' après  la  formule  (a)  ;  il  vient  : 

^WJÛÎ  lïTJ  °'+^.-3ilJ  1.2  +  Vjiïj  i.!.3. 

^(w-jîTT.-''"=)+  [7;:)  '''  +  \d?)  rj.  +  ydF)  nrï: 
\+' [(>■«)'"+ (>3irJrr+  (.-ïïî-J  ïH^ 

'  À  d'une  somme  géométrique  étant  évidemment  égal  è, 
me  des  A  de  ses  parties,  le  dernier  terme  du  second 
î  se  décompose  en  une  somme  de  termes  qui  peuvent  à 
ar  être  développés,  par  la  formule  {&},  de  la  manière  sui- 

\dt'Jui.~  dl\dt'Jt.i.'"' 

de  suite. 

livers  développements  pourront  être  pousses  sans  aucune 
;é  jusqu'à  la  limite  qu'on  voudra  leur  assigner.  En 
int  aux  termes  en  D('  et  portant  dans  l'équation  (2),  on 


/m_5i^    _r\dîr'*\d!'ii.i.^\di')i.i.2.+ 

'■{dt-l  1.2.3. +■■-  +lfïhVr-+-l'2^'l-2^-- 


^Vd'vi.a. 


>/J2ï\DP 
+  <llUlVl.2.* 


)  équation  devant  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  D(, 
onclut  que  les  coefficients  des  puissances  semblables  de  Df 
i  être  respectivement  égaux  dans  les  deux  membres,  ce 
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qui  fournit  les  relations 


?&) 


^*'  *    d«*""  dt*'^  dt*^^     dt 


"Mï.M: 


dt  "■  dr»"*"  d(»  "^^dt*      •  "      df 
f 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  de  ces  équations  est  très  simple  et  apparaît 
déjà  sur  les  trois  premières. 

La  formule  générale  à  laquelle  on  est  conduit  peut  s*écrire 
sous  la  forme  symbolique 


dr  dt"" 

en  convenant  de  remplacer  dans  le  développement  du  second 
membre  les  exposants  par  des  indices  de  différentiation  et  -r-^ 

Cette  formule  résout  complètement  la  question  que  nous  nous 
étions  proposée. 

Pour  les  vitesses  et  les  deux  premières  accélérations,  les 
résultats  obtenus  peuvent  s'énoncer  en  langage  ordinaire  de  la 
manière  suivante  : 

1"  La  vitesse  absolue  est  la  somme  géométrique  de  la  vitesse 
relative  et  de  la  vitesse  d'entraînement; 

2*  L accélération  absolue  est  la  sormne  géométrique  de  V accélé- 
ration relative^  de  V accélération  d' entraînement  et  de  deux  fois  la 
dérivée  de  la  vitesse  relative  entraînée  dans  le  mouvement  d'en- 
trainement. 

Ce  dernier  terme  a  reçu  le  nom  d'accélération  complémentaire^ 
et  la  relation  que  nous  venons  d'énoncer  constitue  le  théorème  de 
Coriolis; 
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niraceélération  absolite  est  égale  à  la  somme  géométrique     i 
•accélÉralion  relative,  de  la  suraccélération  d'entraîne- 
trois  fois  la  dérivée  première  de  l'accélération  relative 
s  fois  la  dérivée  seconde  de  la  vitesse  relative. 

BxpreMrfon  de  Fa«M^lératlon  complémemtalre. 

:élëratioD  complémentaire,  d'après  sa  définition,  est 
double  quotient  par  dt  de  la  variation  infiniment  petite 
andeur  géométrique  V  égale  à  la  vitesse  relative  et 
i  dans  le  mouvement  d'entraînement, 
luvement  devant  se  réduire,  comme  tout  mouvement 
)le,  à  un  simple  mouvement  hélicoïdal,  et  la  translation 
pour  V  une  variation  nulle,  on  n'aura  à  s'occuper  que 
itation  pour  la  détermination  de  l'accélération  complé- 


'  la  vitesse  de  cette  rotation  et  L  l'axe  autour  duquel  elle 
s'effectue  :  menons  par  un  point  de  cet  axe 
ZKjégalàV,  et  désignons  par  «l'angle  K^L. 
Le  déplacement  infiniment  petit  KK'  du 
point  K,  entraîné  dans  la  rotation,  sera,  en 
désignant  par  KA  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  K  sur  l'axe  et  paru'  la  grandeur  de  V  : 


La  grandeur  de  l'accélération  complémen- 
t^re  est  donc 


•ection  est  perpendiculaire  au  plan  défini  par  l'axe  L  et 
irection  de  la  vitesse  relative. 

Es  l'expression  que  nous  venons  d'établir,  on  reconnut 
icéiération  complémentaire  s'annule  dans  les  trois  cas 


la  vitesse  relative  v'  est  nulle  ; 


fJ^T    I 


'<r  ' 
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2*  Si  cette  vitesse  est  parallèle  à  Taxe  instantané  d'entraî- 
nement, car  alors Sina  est  nul; 

3^  Si  le  mouvement  d'entraînement  est  une  translation,  car 
alors  (i»  =  0. 


4141.  Autre  démoiuitratloii  du  théorème  de  Corlo- 

110.  —  Si,  au  lieu  de  rechercher  la  liaison  générale  entre  les 
accélérations  dans  les  mouvements  considérés,  on  se  propose 
simplement  la  démonstration  du  théorème  de  Goriolis,  on  peut 
établir  directement  cette  démonstration  de  la  manière  suivante  : 

On  a  vu  que,  dans  le  mouvement  d'un  point,  la  déviation 

2 
représentait,  au  facteur  -pr  près,  Taccélération  en  direction  et 

at 

en  grandeur. 

Soient  mK  et  mC  les  courbes  que  décrirait  le  point  m  s'il 
n'était  soumis  qu'au 
mouvement  d'entraîne- 
ment ou  au  mouvement 
relatif,  mH  celle  qu'il 
décrit  en  réalité  par  l'ef- 
fet du  mouvement  ab- 
solu. Soient  V, ,  V  et  V 
les  grandeurs  de  ses  vi- 
tesses dans  ces  trois 
mouvements,  m^,  m'  et 
ml  les  positions  qu'il 
devra  occuper  au  bout 
du  temps  dt  sur  ces 
trois  trajectoires. 

Si  nous  portons  sur 
les  tangentes  respecti- 
ves aux  courbes  mK  et 
mC  des  longueurs  mt^ 
et  mlf  égales  à  y^dt  et 

Vdtj  t^m^  et  ifm'  représenteront  la  déviation  d^ entraînement  et  la 
déviation  relative.  Mais  la  vitesse  absolue  étant  la  résultante  de 
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relative  et  de  la  vitesse  d'entrainemeot,  ea  formant  le 
p'amme  mt't',t^,  nous  obtiendrons  une  longueur  mf, 
égale  à  Vrf(  portée  sur 
la  tangente  à  la  trajec- 
toire absolue  mH,  en 
sorte  que  t[m',  représen- 
tera la  déviation  abso- 
lu. 

On  sait,  d'autre  part, 
que  le  déplacement  du 
point  m  en  mi  peut  s'ob- 
tenir en  amenant  sa  tra- 
jectoire relative  de  la 
position  mwï'C  à  la  posi- 
tion m,m,'C,  par  le  mou- 
vement d'entrainement. 
Ce  dernier  déplacement 
peut  être  produit  par 
une  translation  égale  à 
'""x^  mm,  qui  amène  mm'C 

en  mj[jir,  puis  par  une 
utour  d'un  certain  axe  L  passant  par  m^.  Si  l'on  mène 
ent  par  ('  une  droite  ('t  égale  et  parallèle  à  mm,,  on 
le  parallélogramme  m'\i.tt'  : 


T[.  =  Cm 


=  la  déviation  relative, 


jalité  des  triangles  t'i'ix,  mt,m,  : 

C,  T  =  /,  m,  =  la  déviation  d'entraîDement. 

iation  absolue  t',m',  est  donc  la  somme  géométrique  des 
itités  t'ic  (déviation  d'entraînement),  t[ji  (déviation  rela- 
rnij  que  nous  désignerons  soua  le  nom  de  déviation 
ntaire. 

e  dernière  quantité  n'est  autre  chose  que  le  déplace- 
point  {£  amené  en  m[  par  la  rotation  autour  de  l'axe  L, 


f  • 
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OU,  si  l'on  préfère,  c'est  la  variation  géométrique  de  la  grandeur 
mm!  amenée  en  m^m[  par  l'effet  de  Tentraînement.  Mais  mm', 
déplacement  élémentaire  du  point  m  dans  le  mouvement  relatif, 
est  égal,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  à 
Ydt  :  si  «donc  on  désigne  par  a  l'angle  de  la  vitesse  relative  avec 
Taxe  L  et  par  cd  la  vitesse  angulaire  d'entraînement,  on  est 
conduit  pour  la  déviation  complémentaire  à  l'expression 

w  v'  sin  a  dt*. 

En  substituant  ensuite  aux  déviations  les  accélérations  cor- 
respondantes, on  retrouve  la  relation  de  Goriolis  telle  que  nous 
lavons  établie  au  paragraphe  précédent. 


j.' 


■  I 
i 

.  4 


g 


415.  DéterminatioD  des  composantes  de  Paccélé- 
ratioo  ^sompléineiilaire  suivant  trois  ax.es  rectan* 
sulatresi.  —  Supposons  le  mou- 
vement rapporté  à  trois  axes 
rectangulaires  0  (X,  Y,  Z)  ;  repre- 
nons la  figure  de  l'avant-dernier 
paragraphe  et  menons  par  le  point 
^  l^yl'^yK  parallèles  aux  axes.  A 
la  rotation  tùdt  autour  de  l'axe  L, 
nous  pouvons  substituer  trois 
rotations  simultanées  pdtj  qdt, 
rdiy  projections  de  iùdt  sur  les 
parallèles  aux  axes. 

Evaluons  le  déplacement  d'un 
point  quelconque  (Ç,  y),  Ç)  rapporté 

aux  axes  iÇ,  Ztj,  X  et  entraîné  par  les  rotations  pdt^  qdt^  rdt,  autour 
de  ces  axes. 

La  rotation  pdt  autour  de  l^  donne  : 


Pour  i  la  variation  0 
»    T)  >  — ^pdt 

>    Ç  >  +7)  pdt. 


6 
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fînimeat  petits  dus  aux  rotations  gdl,  rdt, 
impie  permutation  tournante. 


■  Il  la  vsriaUon  0 
E  »         +Kqdt. 


ur  ï  la  variation  0 

.    £  >  —-nrdl 

*     -n  >  +  E  Tdl. 

les  variations  totales  des  coordonnées  du 
dans  la  rotation  indt  sont  les  sommes 
003  précédentes,  c'est-à-dire  qu'on  aura  ; 

dT)  =  (ïr— ïpjdf, 

dï=(^p-eg)dt. 

at  général  au  cas  particulier  du  point^K, 


-^)  -T-  les  composantes  suivant  OX,  OY 

ilative,  et  nous  trouverons  ainsi  pour  les 
lération  complémentaire  suivant  les  [trois 


■■         I — —  ■  mr 
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APPLICATIONS  DE  LA  THEORIE  DU  MOUVEMENT  RELATIF 

4IO.  Calcul  de  l'accélération  dans  le  mouvement 
plan  d^nn  point  rapporté  a  des  coordonnées  polaires. 

—  Le  mouvement  plan  d'un  point  rapporté  à  des  coordonnées 
polaires  (r,0)  peut  être  considéré  comme  résultant  de  la  com- 
position d'un  mouvement  relatif  consistant  dans  le  glissement 
du  point  suivant  un  rayon  vecteur  et  d  un  mouvement  d'entraî- 
nement faisant  tourner  toute  la  figure  autour  de  l'origine. 

L'accélération  relative  sera  évidemment  égale  à  -r-;  et  dirigée 

suivant  le  prolongement  mn  du  rayon  Om. 

L'accélération  d'entraînement  est  celle  d'un  point  décrivant  le 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon 

Om  avec  une  vitesse  0)=  —5 

elle  se  compose  donc  : 

1  ®  D'une  accélération  normale 
dirigée  suivant  mO  et  égale  à 


w'r  ou  r 


m- 


d(ù 


2*  D'une  accélération  tangentielle  suivant  mt  égale  à  r-j-  ou 

Cvt 


Q 


Enfin  l'accélération  complémentaire  est  le  double  de  la  \itesse 

dr 
du  point  K  obtenu  en  portant  en  OK  la  vitesse  relative  —  et  en 

supposant  le  point  K  soumis  au  mouvement  d^entrainement. 
Cette  accélération  sera  donc  dirigée  suivant  KA  parallèle  à  mt 
et  elle  aura  pour  grandeur  ; 


•V.V1 


■•ii; 


^^■'vl 


dt  dt 
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:ion  absolue  du  pQint  m  sera  la  somme 


jt  +  ""j:  j7  suivant  mt. 


;enir  facilement  d'une  autre  manière, 
re  le  rayon  vecteur  du  point  mobile  sous 


is  cette  expression  par  rapport  à  ï  on 


ec  celle  que  la  théorie  du  mouvement 


>  la.  méthode  de  Roberval.   —   La 

Il  consiste  à  décomposer  le  mou%'ement 
arriver  à  la  connaissance  de  sa  vitesse 
te  à  sa  trajectoire,  peut  s'étendre  par  ana- 
la  courbure.  On  décomposera  pour  cette 
t  du  point  en  un  mouvement  d'entraîne- 
louvement  relatif,  et  par  les  formules  pré- 
i  reconstituer  simplement  l'accélération 
ra  ensuite  la  composante  normale  et  cette 

jurnira  le  rayon  de  courbure. 

sur  un  exemple  l'application  de  cette 
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Considérons  la  cycloïde  et  remplaçons  le  roulement  du  cercle 
générateur  par  une  rotation 
relative  de  vitesse  o)  au- 
tour du  centre  G  du  cercle 
accompagnée  d'une  transla- 
tion d'entraînement  de  vi- 
tesse ci)r  dirigée  suivant  OX. 

La  vitesse  mv  du  point  m 
(déjà  déterminée  au  S  40) 
est  dirigée  suivant  mb  et 
s'obtient  comme  diagonale 
du  losange  muu'v  dont  les  côtés  sont  égaux  à  wr. 

Il  nous  faut  actuellement  chercher  la  composante  suivant  ma 
de  l'accélération  absolue. 

Or  Taccélération  d'entraînement  est  nulle  ainsi  que  l'accéléra- 
tion complémentaire,  puisque  le  mouvement  d'entraînement  est 
une  translation  uniforme  :  il  ne  reste  donc  que  l'accélération 
relative  qui  est  normale  au  cercle  et  égale  à  wV,  c'est-à-dire 
à  me,  si  l'on  suppose  pour  simplifier  a)=l.  Cette  accélération, 
égale  dans  ce  cas  à  l'accélération  absolue,  donne  pour 
composante  normale  mi,  moitié  de  ma. 

D'ailleurs  l'hypothèse  de  w  =  1  rend  égaux  les  triangles 
isocèles  mca,  muv^  et  fait  par  conséquent  v  égal  à  ma.  Donc 


. V* 4  mi 


d'où 


*  p  =  4  mt  =  2  may 

résultat  bien  conforme  à  celui  que  nous  avions  précédemment 
trouvé. 
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EXAMEN  D'UN  CAS  DE  MOUVEMENT 
PARTICULIER 


léorème  de»  aires.  —  Nous  avons  terminé  l'étude 
lu    mouvement    d'un    point    et    d'un    système   de 

ipléterons  cette  étude  par  l'examen  d'un  cas  particu- 
lier qui  a  en  dynamique  une  importance 
r  toute  spéciale  :  c'est  celui  d'un  mou- 
vement plan  dans  lequel  l'accéléra- 
tion passe  par  un  point  ûxe. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  dans  le  mouvement  plan  d'un 
point  la  vitesse  aréolaire  relative  à 
pôle  0  est  constante,  l'accélération  passe  constam- 
'.  pôle. 

désignant  par  r  et  Q  les  coordonnées  polaires  du 
e  par  rapport  au  pôle  0  et  à  un  axe  quelconque  OX, 
réolaire  a  pour  expression  : 


0mm' 
dt     ' 


'  idl 


ion  énoncée  s'exprime  alors  par  la  relation 


di 


=  constante. 


intiant  cette  équation  par  rapport  au  temps  ainsi  qa'il 


»' 
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est  permis  de   le  faire,  ^puisqu'elle  est  vérifiée  d'une  manière 
permanente,  on  trouve  : 

^     dr  dO  ,     -  d*e      ^ 
dt  dt  dt* 

et  cette  condition  exprime  précisément  (S  46)  que  la  compo- 
sante de  l'accélération  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  est  nulle, 
donc,  etc.. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  ivraie  et  facile  à  démontrer. 

Supposons  en  eflfet  un  point  affecté  d*une  accélération  passant 
constamment  par  le  point  0. 

Il  est  évident  d'abord  que  le  mouvement  de  ce  point  s'effec- 
tuera dans  le  plan  déterminé  par  le  point  0  et  par  sa  vitesse 
initiale. 

De  plus  en  écrivant  que  la  composante  de  l'accélération  per- 
pendiculaire au  rayon  Om  est  nulle,  on  obtient  la  condition 

^drd^  .      d*0       ^ 
^d^d7  +  ^d?=^' 

d'où,  en  séparant  les  variables, 

dr         d^ 

dt_      df« 

r    ^      d^ 

dt 

et,  par  une  intégration  immédiate  des  deux  membres, 


dâ 

log.  nép.  r*  =  —  log.  nép.  —  +  log.  nép.  G» 


c'est-à-dire 


c.  q.  f.  d. 
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cas  du  mouvement  qui  nous  occupe,  la  direction 
de  l'accélération  totale  étant  déter- 
minée, il  est  facile  d'établir  uns 
relation  entre  la  grandeur  de  cette 
accélération,  la  vitesse  aréolaire  et 
les  éléments  géométriques  de  la 
trajectoire. 

Désignons  par  v  la  grandeur  de  la 
vitesse,  par_;  celle  de  l'accélération, 
par  r  le  rayon  Om,  par  [x  l'angle 
que  fait  ce  rayon  avec  la  normale 
à  la  trajectoire  et  par  p  le  rayon 
courbure    de    cette    trajectoire.    Nous  aurons   la  relation 


icos,^  = 


0mm'  =Cdt  = 1  = _ C  ; 


substituant  à  v  cette  valeur  dans  l'expression  de  l'accélération, 
celle-ci  devient 


L'accélération  se  trouve  ainsi  exprimée   en  fonction  de   la 
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vitesse  arëolaire  C,  du  rayon  vecteur,  de  l'angle  [x  et  du  rayon  de 
courbure  de  la  trajectoire. 

4IO.  Application  aiuc  mouvements  planétaires  t 
lois  de  Kepler.  —  L'observation  astronomique  a  fait  décou- 
vrir les  lois  suivantes,  connues  sous  le  nom  de  lois  de  Kepler  : 

1*  Toutes  les  planètes  décrivent  autour  du  soleil  des  ellipses 
dont  le  soleil  occupe  un  des  foyers; 

2*^  Pour  une  même  planète,  les  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  issu  du  foyer  occupé  par  le  soleil  sont  proportionnelles 
aux  temps  employés  pour  les  décrire; 

3*  Pour  différentes  planètes^  les  carrés  des  temps  des  révolutions 
sont  proportionrhels  aux  cubes  des  grands  axes. 

Si  Ton  assimile  par  la  pensée  le  soleil  et  les  différentes  pla- 
nètes qui  gravitent  autour  de  lui  à  de  simples  points  géomé- 
tîiqueS)  on  voit  d'après  la  seconde  loi  que  le  théorème  des  aires 
est  applicable  au  mouvement  de  l'un  de  ces  points  autour  du 
soleil  supposé  fixe. 

L'accélération  d'un  point-planète  sera  donc  dirigée  vers  le 
soleil  F  et  sa  grandeur  sera  donnée  à  chaque  instant  par  une 
expression  de  la  forme 


;  = 


4C« 


p  r*cos'{x 


Mais  on  sait  que  dans  l'ellipse  le  rayon  de  courbure  satisfait  à 
la  relation 

PCOS*Pi  =  -v 

a 

donc,  d'après  la  première 
loi, 

^     kC^a 

Or  G,  étant  la  vitesse 
aréolaire  constante  de  la  planète,  est  égal  au  quotient  de  l'aire 
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de  l'ellipse  divisée  par  le  temps  total  T  employé  à 
p. 
ant  G  par  cette  valeur,  il  vient: 


i  montre  que  l'accélération  d'un  même  point-planète 
e  i?istant  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
I  ce  point-planète  au  point-soleil. 
bme  loi  exprime  enfiQ  que  si  l'on  passe  d'une  planète  à 

la  quantité  ™  est  constante  ;   en  appelant  X  cette 

on  reconnaît  ainsi  que  le  facteur  4  m'),  par  lequel  -, 

lié  dans  l'expression  précédente,  est  le  même  pour 
planètes  :  ce  qui  veut  dire  en  d'autres  termes  que 
ts  points-planètes  prennent  la  même  accélération  lors- 
juvent  dans  la  même  situation  relativement  au  soleil. 


i 


DEUXIÈME    PARTIE 

ÉTUDE  DES  FORGES 


Statique    et   Dynamique 


A.  DÉFINITIONS  PRÉLIMINAIRES  ET  PRINCIPES 

FONDAMENTAUX 


50.  Premlèreei  définitions.  -^  Après  avoir  étudié  le 
mouvement  en  lui-même,  nous  nous  occuperons  des  ooAxses  du 
mouvement  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  forces. 

Mais  avant  d'aborder  cette  question,  il  est  nécessaire  d'éta- 
blir plusieurs  définitions  nouvelles  et  d'exposer  certains  prin- 
cipes fondamentaux  sur  lesquels  repose  toute  la  théorie  que 
nous  aurons  à  développer. 

Définition  du  point  matériel  et  des  systèmes  matériels.  —  On 
appelle  point  matériel  un  point  analogue  au  point  géoinétrique^ 
mais  doué  d  une  faculté  particulière  qui  le  rend  susceptible  d'agir 
par  sa  présence  sur  les  points  matériels  voisins  et  de  subir  à 
son  tour  leurs  actions  réciproques,  ces  actions  ayant  pour  eflfet 
de  modifier  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  des  points  maté- 
riels qu'elles  affectent. 

On  appelle  système  matériel  un  assemblage  de  points  maté- 
riels en  nombre  quelconque. 
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PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  L'ÉTUDE  DES  FORCES 

5i.  Les  principes  fondamentaux  sur  lesquels  repose  Tétude 
des  forces  sont  les  suivants  : 

1*""  PRINCIPE.  — Les  modifications  apportées  à  Vétat  de  repos  ou 
de  mouvement  des  points  matériels  ou  des  systèmes  matériels  par 
V effet  de  leurs  actions  mutuelles  se  reproduisent  identiques  à  elles- 
mêmes  à  une  époque  quelconque  si  les  circonstances ^  cest-à-dire 
la  position  relative  de  tou^  les  points,  sont  identiques. 

Ce  principe,  souvent  sous-entendu,  sert  également  de  base  à 
toutes  les  sciences  physiques. 

2*  PRINCIPE.  —  Un  point  matériel  ne  peut  modifier  par  lui- 
même  son  état  de  repos  ou  de  mouvement. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  d'inertie  : 
on  appelle  inertie  la  propriété  des  points  matériels  qui^se  trouve 
définie  de  cette  façon. 

En  vertu  du  principe  d'inertie,  un  point  matériel  qui  n'est  sou- 
mis à  aucune  action  extérieure  ne  peut  avoir  qu  un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme,  puisque  sa  vitesse  doit  rester  constam- 
ment la  même  en  grandeur  et  en  direction  (le  cas  du  repos  rentre 
évidemment  comme  cas  particulier  dans  celui  du  mouvement 
rectiligne  et  uniforme). 

Les  modifications  de  mouvement  qu'on  étudiera  en  Mécanique 
rationnelle  seront  toujours  produites  par  Taction  de  points  maté- 
riels, et  les  causes  qui  les  produiront  et  qu'on  désignera  sous  le 
nom  de  forces  seront  supposées  émaner  de  ces  points  matériels, 
soit  qu'on  spécifie,  soit  qu'on  sous-entende  leur  existence. 

3*  PRINCIPE.  —  Si  un  point  matériel  est  soumis  à  V action  de  ' 
diverses  forces  émanant  de  pçints  voisins  et  produisant  une  cer* 
taine  modification  dans  son  mouvement,  cette  modification  sera 
.la  même^  quel  que  soit  le  mouvement  primitif  dont  le  point  est 
animéy  si  les  circonstances  restent  d'ailleurs  identiques. 
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Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  Vindépen- 
dance  de  Veffet  des  forces  et  du  mouvement  antérieurement 
acquis  (*). 

D'après  ce  principe,  un  point  animé  d'une  vitesse  V  étant  sou- 
mis à  Faction  d'un  système  de  forces  qui  produisent  une  modifica- 
tion de  cette  vitesse  représentée  par  une  certaine  accélération  F, 
cette  accélération  sera  la  même  si  la  vitesse  V  prend  une  autre 
valeur  quelconque  Y^  cette  valeur  pouvant  être  nulle,  auquel 
cas  le  point  part  du  repos. 

4*  PRINCIPE.  —  Si  un  point  matériel  [que^  d'après  le  prin- 
cipe précédent j  nous  pouvons  swpposer  indifféremment  au  repos 
ou  animé  d'une  vitesse  quelconque)  reçoit  /une  accélération  T 
sous  faction  d'wi  système  de  forces  S,  si  soumis  de  même  à  un 
autre  système  de  forces  S'  il  éprouve  une  accélération  F',  lors- 
qu'on le  soumettra  simultanément  à  V action  des  deux  systèmes  S 
et  S',  il  recevra  une  accélération  qui  sera  la  somme  géométrique 
des  accélérations  F  et  F'. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  Vindépen- 
dance  d^s  effets  des  forces. 

5*  PRINCIPE.  —  Si  deux  points  matériels  m  et  m  sont  en  pré- 
sence^ leurs  actions  mutuelles  se  manifestent  par  deux  accéléra- 
tions dirigées  suix>ant  la  ligne  droite  mm'  qui  les  joint. 

Nous  complé- 

^  m m'  ^   terons  Ténoncé 

de  ce  principe 
lorsque  nous  aurons  donné  la  définition  de  la  masse  et  la  mesure 
des  forces. 

52.  Définition  de  la  niasse.  —On  suppose  que  les  points 
matériels  ne  sont  pas  identiques  les  uns  aux  autres  et  que  cba- 


n  En  réalité,  ce  principe  revient  à  admettre  que  l'état  de  mouvement  ne 
change  rien  à  la  nature  et  aux  propriétés  mécaniques  du  point  matériel. 
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d'eux  se  trouve  caractérisé  par  un  coefficient  numérique 

île  masse  et  tet  que  si  l'on  fait  agir  successivement  sur  un 

même  point  maté- 

,      ,       ^  n       riel  a  des  points 

a.     a,'      a.'  '-ffi.  <     »       . 

m;     mm  m  ...  demas- 
*^  ,     ff 

ses    [*,  [A,  i*  ...    en 

plaçant  dans  la  même  position  p  (quelconque  d'ailleurs) 

tivement  au  point  a,  les   accélérations  produites   sur    ce 

it    a  seront   représentées    par    des    longueurs    telles    que 

aa,  a<t"...  proportionnelles  respectivement  à  [j;,  ■/,  n". 

n  admet  implicitement  ainsi  que  les  rapports  des  accéléra- 

s  produites  sur  le  point  a  ne  seraient  pas  changés  si  l'on 

lifiait  la  position  p  où  l'on  place  successivement  les  points 

ériels  m,  m',  m". 

n  admet  également  que  si  l'on  substituait  au  point  a  un  autre 

it  matériel  b,  ce  nouveau  point  devrait  subir  des  accélérations 

fcp',  ôg".. .  proportionnelles  à  celles  que  subissait  le  point  a. 

i'après  la  définition  qu'on  vient  de  donner,  les  masses  sont 

nombres  proportionnels  à  certaines  quantités,  maïs  il  reste 

facteur  arbitraire  dans  leur  expression.  On  achèvera  de  les 

;rminer  en  adoptant  pour  unité  de  masse  la  masse  d'un  point 

né,    le   point  m  par  exemple.  La  valeur  des  masses  des 

res  points  résultera  de  ce  choix  :  ainsi  celle  du  point  m' 

[primera  par  le  quotient 


le  même  pour  tout  autre  point. 

lomme  conséquence  de  la  définition  de  la  masse  et  des 
icipes  antérieurement  établis  sur  l'indépendance  des  effets  des 
jes,  on  remarquera  qu'un  point  de  masse  ^ji,  si  ^  est  entier, 
,t  toujours  être  remplacé  au  point  de  vue  de  l'effet  qu'il 
duit  par  ^  points  de  masse  1  supposés  en  coïncidence.  On 
it  étendre  sans  difficulté  cette  remarque  au  cas  général  où  ^ 
quelconque  en  admettant  des  fractions  de  points,  ou,  ce  qui 


t'h 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE 


95 


revient  au  même,  en  choisissant  pour  unité  de  masse  une  masse 
suffisamment  petite  :  nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  détail  de 
ce  raisonnement,  qui  peut  être  calqué  sur  les  nombreux  raison- 
nements de  même  nature  employés  soit  en  arithmétique,  soit 
en  algèbre. 


^A'. 

'■X, 


53.  lUefiiure  des  forces.  —  D'après  ces  définitions,  il  est 
naturel  de  prendre  pour  comparer  entre  elles  les  causes  qui 
modifient  le  mouvement  et  que  nous  avons  appelées  forces,  les 
effets  mêmes  de  ces  forces,  c'est-à-dire  les  accélérations  par 
lesquelles  elles  se  manifestent. 

Soient  mis  en  présence  deux  points  matériels  m  et  m'  de 
masses  m  et  m'  et  désignons  par  F  et  T'  les  accélérations  que 
chacun  de  ces  points  éprouve. 

D'après  la  remarque  du  paragraphe  précédent,  on  peut  con- 
sidérer le  premier 

de    ces     points       f  '    ^ "     '^'  *5^ 

comme     résultant 

de  la  superposition  de  m  points  de  masse  1.  L'effet  produit 
par  la  force  inconnue  F  agissant  sur  m  peut  donc  s'évaluer  par 
m  accélérations  F  communiquées  aux  m  points  de  masse  1 
réunis  en  ^in  ;  cet  effet  est  donc 


mV 


et  l'on  prendra  cette  quantité  géométrique  pour  mesure  de  la 
force  F  en  attribuant  à  cette  force  la  grandeur  et  la  direction  de 
cette  quantité. 
L'équation  géométrique 

mr  =  F 


servira  donc  à  la  définition  précise  de  la  force  et  à  sa  mesure,  et 
nous  énoncerons  cette  définition  en  disant  que  : 

La  force  est  égale  au  produit  de  la  masse  du  point  sur  lequel 
elle  agit  par  V accélération  qu'elle  lui  communique. 
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Actuellement  nous  pouvons  compléter  l'énoncé  du  5'  principe 

en  ajoutant  que  dans  l'action  mutuelle  de  deux  points  mat&iels 
.m  et  m  les  deux  forces  {que  noua  savons  déjà  dirigées  suivant 
m  m'  puisqu'elles  ont  même  direction  que  les  accélérations)  sont 
égales  et  de  sens  contraires. 

Ainsi  complété  le  5°  principe  prend  le  nom  de  principe  de  l'éga- 
lité de  l'action  et  de  la  réaction. 


En  appelant  F.  et  P'  les  accélérations  communiquées  aux 
deux  points,  on  aura  la  relation 

mr  =  — mT. 

Les  deux  forces  égales  et  opposées  peuvent  d'ailleurs  être 
dirigées  l'une  vers  l'autre  ou  en  sens  contraire  :  dans  le  premier 
cas  elles  sont  dites  attractives;  on  les  dit  répulsives  dans  le 
second. 

Comme  conséquence  des  deux  derniers  principes,  on  remar- 
quera que  si  un  point  m  agit  simultanément  sur  différents  points 
m',  m",  m'",  les  actions  que  reçoivent  ces  différents  points 
seront  les  mêmes  que  s'ils  étaîept  mis  isolément  en  présence  du 
point  m,  car  ces  actions  sont  égales  et  contraires  au£  réactions 
subies  par  le  point  m,  et  ces  dernières,  d'après  le  principe  de 
l'indépendance  des  effets  des  forces,  sont  les  mêmes  que  si  les 
points  m',  m",  m'"  agissaient  isolément. 

S4l.  Expression  de  la  force  développée  par  Tae* 
tlon  mutuelle  de  deux  pointa  de  masses  m  et  m'.  — 
Loi  de  Neivton)  sravitatiou  universelle.  —  Considé- 
rons deux  points  a  et  a'  de  masse  1  agissant  l'un  sur  l'autre  à  une 
distance  r. 
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L'accélération  qu'éprouvera  chacun  d'eux  devra  être  d'après 
ce  qui  précède  une  fonction  de  r  seule- 
ment, puisque  la  connaissance  de  r  doit     à a' 

suffire  à  la  déterminer. 

Cette  accélération  que  nous  désignerons  par  ^  (r)  est  aussi 
dans  ce  cas  l'expression  de  la  force  agissant  sur  chacun  des 
deux  points. 

Substituons  actuellement  au  point  a,  par  exemple,  m  points 
de  masse  1  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un  point  de  masse  m  : 
d'après  le  principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces,  le 
point  a'  devra  subir  m  accélérations  égales  à  ç  (r),  c'est-à-dire 
une  accélération  totale  égale  à 

Remplaçons  à  son  tour  le  point  a'  par  m'  points  de  masse  1  ; 
chacun  de  ces  points  (d'après  la  remarque  du  paragraphe  pré- 
cédent) éprouvera  une  accélération  m<^  {r). 

L'accélération  du  point  de  masse  m'  sera  donc  m(({r)  et  la 
force  correspondante  aura  pour  valeur 

mm'9(r). 

Telle  est  l'expression  des  deux  forces  égales  et  contraires 
qui  représentent  les  actions  mutuelles  de  deux  points  de  masse 
m  et  m'  mis  en  présence. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  étendre  ce  résultat  au  cas  où 
m  et  m'  seraient  fractionnaires  ou  incommensurables  :  il  suffira 
d'appliquer  les  raisonnements  d'usage  pour  les  généralisations  de 
ce  genre. 

Hypothèses  sur  la  fonction  ©  (r)  :  loi  de  Newton.  —  Gravitation 
universelle.  —  Diverses  hypothèses  peuvent  être  faites  sur  la 
nature  de  la  fonction  9  (r)  que  nous  venons  de  définir  :  l'une 
d'elles  mérite  de  fixer  plus  spécialement  Tattention  à  cause  du 
rôle  qu'elle  joue  dans  les  applications  astronomiques,  nous  vou- 
lons parler  de  la  loi  d'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de 

7 
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pour  la  première  fois  par  Newton  et  d'après 

loastante. 

loin  (S  S3  Dotamment]  quelques  cousidéra- 
à  la  discussion  de  cette  hypothèse  qui. 
Spler  énoncées  plus  haut  et  d'après  les  obser- 
i  accumulées  depuis  lors  par  les  astronomes, 
.e  d'une  façon  générale  de  tous  les  phéno- 
ls. C'est  cette  hypothèse  qui,  sous  le  nom  de 
elle,  est  acceptée  comme  une  loi  fondamen- 
sert  de  base  à  la  Mécanique  céleste. 

ons  sp^ïcIaleB  sur  chaeun  de«  piin* 

ment  établis.  —  D'après  les  définitions 
les  forces  que  nous  aurons  à  considérer  en 
e  émaneront  de  points  matériels  et  devroni 
:t  de  la  position  relative  des  points  qui  \i^ 
loints  qui  les  subissent.  Ainsi  ces  force;< 
s  des  positions  des  points  et  indépendante!^ 

lant  fréquemment  que  dans  un  problème 
es  forces  dont  l'expression  sera  fonction 
ait  devra  toujours  s'expliquer  en  supposant 
«tte  expression  certaines  quantités  dépen- 
3  de  points  mobiles  en  remplaçant  ces  quan- 
s  en  fonction  du  temps  :  c'est  de  cette  façoD 
mps  pourra   s'introduire  dans  l'expression 

s  relatifs  à  l'indépendance  des  effets  des 
ent  antérieurement  acquis  peuvent  être  rap- 
lérale  de  différentiation  des  fonctions  com- 
ji  one  fonction  (géométrique  ou  algébrique) 
nuriables  indépendantes,    sa    différentielle 


-.  »^-Z  *"  V 
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totale  est  la  somme  (géométrique  ou  algébrique)  de  ses  différen- 
tielles partielles  par  rapport  à  chacune  des  variables  supposée 
variant  isolément. 
Ainsi  si 

w  =  F(i?,i?',t/'...), 
,         du  ,     ,  du  ,  ,  ,   du  ,,,  . 


Ce  principe  n'exige  d'ailleurs  pour  pouvoir  être  appliqué  qu'une 
seule  condition  {*),  c'est  que  la  façon  dont  la  fonction  F  est  com- 
posée avec  l'une  des  variables  v  par  exemple,  ne  dépende  pas  de 
la  variation  ou  de  la  non-variation  des  autres  variables. 

Dans  le  principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  on 
peut  considérer  comme  une  évidence  la  première  partie  du  principe 
d'après  laquelle  l'accélération  éprouvée  par  chacun  des  points 
m  et  m'  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Il  n'y  aurait 
en  effet  aucune  raison  pour  attribuer  à  l'accélération  une  direc- 
tion autre  que  cette  direction-là,  autour  de  laquelle  tout  est 
symétrique. 

SO.  Observation  générale  sur  les  principes  fon- 
damentaïuL  et  sur  les  applications  physiques  et 
astronomiques  de  la  ]IIécaniq[ue  rationnelle.   —   La 

Mécanique  rationnelle^  il  ne  faut  pas  l'oublier,  est  une  science 
spéculative,  qui  ne  traite  que  d'objets  idéaux.  Ces  objets  étant 
définis  avec  la  même  rigueur  que  les  objets  géométriques,  les 
principes  fondamentaux  que  nous  venons  d  exposer  étant  admis 
au  même  titre  que  les  postulatum  de  la  Géométrie  ou  de 
l'Arithmétique,  les  conséquences  logiques  que  nous  en  dédui- 
rons par  le  raisonnement  auront  le  même  degré  de  certitude 
que  les  théorèmes  de  la  Géométrie  ou  de  l'Algèbre. 

Seulement,  il  faut  remarquer  que  ces  principes  fondamentaux  ne 
s'imposent  pas  à  notre  esprit  comme  les  axiomes  de  la  Géométrie. 

Ainsi,  tandis  que  nous  ne  pourrions  concevoir  deux  lignes 


(*)  En  dehors  de  la  condition  de  continuité,  bien  entendu. 
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ïérentes  allant  d'un  point  à  un  f 
par  exemple  que  l'action  mutuelli 
le  leur  état  de  repos  ou  de  mou\ 
Ite  de  cette  observation  que  Ion 
le  la  Géométrie  dans  le  monde  rée 
,  on  peut  affirmer  que  ces  résulta 
itériei  est  raisoTmable,  c'est-à-dir 
lois  de  la  raison,  ainsi  que  toutes 
iblent  l'indiquer  :  il  serait  absurdf 
les  trois  hauteurs  d'un  triangle  m 
même  point. 

est  plus  de  même  des  théorèm 
Qmme  nous  venons  de  le  faire  obse 
ette  science  repose  ne  sont  pas 
aaine. 

3,  rien  ne  prouve  a  priori  que  le 
sique  et  astronomique  soient  corn] 
le  les  systèmes  matériels  idéaux 
s  lois  de  la  constitution  de  la  mat 
lilées,  et  l'assimilation  que  l'on  pe 
aux  systèmes  de  points  matériel 
p  le  caractère  d'une  vérité  abso 
ontraire  comme  une  approximatic 
ider  &  l'expérience  et  &  l'observa 


reste  encore  une  remarque  impo 
profonde  qui  existe  entre  la  force  < 
ox  quantités,  d'après  la  définition 
le  par  un  coefficient  numérique,  I 
•ation  est  un  déplacement,  ou  plu. 
;e  de  deux  déplacements  (');  la  fo 


«leur  numârîqae  près  -ttj  (§  •). 
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ductrice  de  cette  différence  de  déplacements.  Et  si  Ton  prend 
pour  la  mesurer  l'effet  qu'elle  produit,  c'est-à-dire  l'accélération 
correspondante,  elle  n'en  diffère  pas  moins  profondément  de  cette 
accélération.  Ce  sont  en  réalité  deux  choses  aussi  différentes  que 
l'effet  et  la  cause,  mais  dont  kt  première  sert  seulement  de 
mesure  à  la  seconde. 

Dans  les  applications  l'accélération  s'observe,  tandis  que 
l'expression  de  la  force  résulte  généralement  de  considérations 
théoriques  dont  l'observation  du  mouvement,  c'est-à-dire  de 
l'accélération,  sert  à  vérifier  l'exactitude. 


THÉORIE  DES  MOMENTS 

57.  I>éfliiltioii0.  —  Avant  d'aller  plus  loin  dans  l'étude 
des  forces,  nous  donnerons  la  définition  des  moments  et  nous 
démontrerons  leur  propriété  fondamentale. 


On  appelle  moment  par  rapport  à  um  point  0  d'une  grandeur 

géométrique  mm'  donnée  en  situation  dans  l'espace,  le  produit  de 

la  longueur  mm'  par  la  distance  Op  du  point  0  à  la  droite  m/m/. 
C'est,  comme  on  voit,  le  double  de 
l'aire  du  triangle  ombré  Om/m\ 

Vaœe  du  moment  que  nous  ve- 
nons de  définir  est  une  grandeur 
géométrique  0[a  égale  au  moment 
et  portée  à  partir  du  point  0 
perpendiculairement  au  plan  du 
triangle  dans  une  direction  con- 
venue; par  exemple,  si  la  grandeur 

géométrique  mm'  est  dirigée  de  m  vers  m',  on  conviendra  de 
porter  0[x  dans  un  sens  tel  qu'un  spectateur  placé  en  [x  et  regar- 
dant le  plan  du  triangle  voie  la  flèche  mm'  tourner  par  rapport 
au  point  0  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre. 
Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  convention  adoptée,  on  voit  que  si 
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mm'  changeait  de  sens,  l'axe  de  Bon  moment  chan- 
iS  également. 

:  moment  poT  rapport  A  un  axe  X  d'une  grandeur 

mm!  donnée  en  situation  dans  l'espace,  le  moment 
de  la  projection  de  cette  grandeur 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
par  rapport  au  pied  0  de  cet  axe. 
Le  moment  de  mm'  par  rapport 
à  X  est  donc  le  moment  de.m,m; 
par  rapport  à  0,  c'eat-à-dire  le 
double  du  triangle  ombré,  Oniim', 
et  l'axe  0(1.,  de  ce  moment  est 
porté  suivant  OX. 

là  que  ce  moment  peut  s'obtenir  en  projetant  sur  OX 

![*  de  mm'  par  rapport  au  point  0. 

'angle  f  de  Oja  avec  OX  est  l'angle  que  font  entre  eux 

les    plans     des     deux    triangles 

/X         0mm'   et    Om,7ni',    et  comme  le 

/  triangle  projection  est  égal  en  sur- 

/  face  au  triangle  projeté  multiplié 

/  .1^''       P*''  co^  ?>  '1  ®°  résulte  que  la  pro- 

'^}>'-''''      \         jection  de  Ojji  sur  OX  est  préci- 

ic_„- — ___.»«.      sèment  égale  à  Oi«.,. 

'',--■''''  Comme    conséquence,     remar- 

quons que  les  moments  d'une 
même  quantité  par  rapport  aux 
différents  points  d'une  droite  ont 

ons  égales  sur  cette  droite,  puisque  ces  projections 

t  le  moment  de  la  quantité  donnée  par  rapport  à  la 

le  quantité  géométrique  est  donnée,  cette  quantité 
finie  en  grandeur  et  en  direction  ;  maïs  sa  «ttuafton 
terminée  dans  l'espace,  puisqu'on  peut  la  transporter 
nt  à  elle-même  sans  changer  sa  valeur  géométrique. 


"-KT. 
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La  coûnaissance  de  Taxe  de  son  moment  par  rapport  À  un  point 
complète  sa  détermination ,  en  ce  sens  qu'elle  fait  connaître  la 
droite  de  l'espace  sur  laquelle  cette  quantité  doit  être  portée^ 
Soit  par  exemple  Oijl  cet  axe  (qui  n'est  pas  quelconque  d'aiUears , 
puisqu'il  doit  être  perpendiculaire  à  la  direction  mm"),  la  quantité 

mm'  devra  être  située 
d'abord  dans  un  plan  mené 
par  0  perpendiculairement 
à  OiJL,  puis  dans  ce  plan 
même  elle  ne  pourra  se  pla- 
cer que  sur  une  droite  D, 
dont  la  distance  Od  àO  est 
donnée  par  la  condition  : 

Odxmm'=  Ojji, 

et  dont  la  position  à  droite  ou  à  gauche  du  point  0  est  détermi- 
née par  le  sens  dans  lequel  est  porté  0[l. 

Ainsi  lorsqu'on  connaît  une  quantité  géométrique  et  son 
moment,  pour  fixer  absolument  sa  situation  dans  l'espace,  il  ne 
reste  plus  qu'à  déterminer  la  position  de  cette  grandeur  sur  une 
droite  sur  laquelle  cette  quantité  peut  encore  glisser;  mais 
cette  dernière  détermination  est  inutile  pour  certaines  théories 
et  notamment  pour  la  théorie  des  forces  appliquées  à  un  solide  : 
car  ces  forces  peuvent,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  être 
transportées  sur  leur  propre  direction  sans  que  les  conditions  de 
l'équilibre  ou  du  mouvement  s'en  trouvent  modifiées.  On  peut 
donc  prévoir  le  rôle  important  que  doivent  jouer  les  moments 
dans  cette  théorie. 


Théorème.  —  Le  moment  d'une  samms  géométrique 
par  rapport  à  v/n  point  quelconque  est  égal  à  la  somme  géomé^ 
trique  des  moments  des  parties  qui  la  composent  (*). 


(*)  Pour  abréger  le  langage,  nous  emploierons  fréquemment  la  dénomi- 
nation de  moment  pour  désigner  Taxe  d'un  moment  :  c'est  ce  que  nous 


'^mmm^ 
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n,  mp  deux  quantités  géométriques,  *n*  leur 
ts  de  ces  trois  quantités  par  rapport  au  point  0 
1  près,  les  aires  des  triangles  Omn,  Omp,  0ms 
t  perpendiculaires  aux  plans  respectifs  de  ces 
'on  projette  en  On^s,p,  sur  un  plan  perpendi- 


illélogramme  mnsp,  les  trois  triangles  ayant 
!  Om,  leurs  aires  seront  proportionnelles  à 
t-à-dire  aux  trois  droites  On,,  Op,  et  Os,  qu'on 
i  moments  Ov,  Ox  et  Os  qui  sont  situés  dans 
gramme  On,p,s,  et  dont  les  directions  sont 
lendiculaires  aux  trois  rayons  O/i,,  Op^,  Os„ 
leur,  proportionnels  à  ces  trois  rayons. 
rs  une  figure  semblable  à0n,p,5,,  c'est-à-dire 
i,  ce  qui  prouve  que  le  moment  On  est  bien  la 
s  Ov  et  Ox. 

1  s'étend  immédiatement  et  sans  aucune  di£B- 
de  moments  en  nombre  quelconque. 

même  propriété  s'applique  évidemment  aux 
>rt  à  un  axe,  puisque  ces  moments  ne  sont, 
lue  les  projections  sur  cet  axe  des  moments 


'énoncé  du  théorème  ci-deasus.  Dana  cet  énoncé,  on 
ea  quantités  géométriques  dont  on  a  pria  la  somme 
■e  somme  elle-même,  k  partir  d'un  même  point  de 


.    •• 
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par  rapport  à  l'un  de  ses  points,  et  que  la  projection  d'une  somme 
géométrique  est  la  somme  des  projections  de  ses  parties. 

59.  Xotatlons  et  obsenratlons  s^nérales  pour  le 
ealeul  des  moments.  —  Les  notations 


DïLoV 


3TLxU 


que  nous  emploierons  dans  la  suite  pour  désigner  les  moments 
d'une  quantité  géométrique  U  par  rapport  à  un  point  0  ou  à 
un  axe  X,  représentent,  d'après  les  définitions  précédentes, 
des  grandeurs  géométriques  dirigées,  la  première  suivant;  la 
perpendiculaire  au  plan  de  0|et  de  U,  la  seconde  suivant 
l'axe  X. 

Mais  d'après  ce  qui  précède,  ces  quantités  ne  sont  définies 
que  si  Ton  fixe  le  point  d'application  de  la  grandeur  U.  Le  dépla- 
cement de  ce  point  d'application  modifierait  la  valeur  du  moment, 
à  moins  toutefois  que  ce  déplacement  ne  s'effectuât  sur  la  direc- 
tion même  de  la  grandeur  U  ou  bien  encore,  s'il  s'agit  du 
moment  par  rapport  à  un  axe,  dans  un  plan  mené  par  le  point 
d'application  primitif  parallèlement  à  U  et  à  X. 

Considérons  une  grandeur  géométrique  U  ou  mu  appliquée  en 
un  point  m  de  l'espace,  et 
supposons  que  cette  gran-      ^ 
deur    prenne    successive- 
ment les  positions  U^  ou 

m^Uj,  Uj  ou  m^Wj,  U,  ou 

m^u^. . .  tandis  que  son  point 
d'application  se  transporte 
enm^,  mj,  m,,...;  si  pour 
chaque  position  du  point 
m  on  mène  une  grandeur 
égale  et  parallèle  à  la  va- 
leur précédente  de  U,  par 
exemple,    au    point    m^,       ^ 

WjWtt  parallèle  et  égal  à  m^u^y  au  point  m,,  m^u'i  parallèle  et 
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égal  km^u^j  etc.,  on  formera  ainsi  les  différences 

u'oU,  =  U,-Uo  =  AUo 
u\u2  =  Uj — Ui  =  lU, , 

etc., 

et  si  Ton  transporte  ces  dernières  quantités  en  m^i^j  m,ï,...  de 
manière  A  les  appliquer  respectivement  aux  points  m^,  m,... 
d'après  le  théorème  du  paragraphe  précédent,  en  prenant  les 
moments  relatifs  à  un  axe  X  des  quantités  qui  ont  leur  point 
d'application  en  m^ ,  on  pourra  écrire  l'égalité  ; 

(1)  31Lx«t-^xUo  =  ^xAUo, 

et  de  même  pour  les  quantités  appliquées  en  m,, 

OTLxUj — OïlxUi  =  ^m^xAU, . 

Mais  en  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  le 
terme  OltxUj  ne  disparaîtra  pas  en  général,  parce  que  dans  la 
première  équation  ce  terme  représente  le  moment  de  U^  pris 
en  supposant  cette  quantité  appliquée  en  m,,  tandis  que  dans  la 
seconde  il  exprime  le  moment  de  Dj  appliqué  en  m,. 

La  suppression  du  terme  Ollx  U^  ne  deviendrait  légitime  que  si 
le  déplacement  m^m^  du  point  d'application  avait  lieu,  comme 
on  Ta  expliqué  plus  haut,  dans  un  plan  mené  par  D^  parallèle- 
ment à  X. 

Cette  condition  se  trouve  satisfaite  dans  le  cas  particulier  où 
le  déplacement  du  point  d'application  m  s'effectue  constamment 
dans  la  direction  même  de  la  valeur  correspondante  de  U.  Dans 
ce  cas,  en  ajoutant  toutes  les  équations  analogues  A  l'équa- 
tion (1)  pour  une  série  de  positions  données  de  U  entre  U^  et  U^, 
on  trouvera  après  suppression  des  moments  intermédiaires  : 

(2)  ^xUn  ~  OTlxUo  =  2Ô^x  AU. 

Enfin  si  les  variations  de  U  et  les  déplacements  de  son  point 
d'application  deviennent  infiniment  petits,  le  signe  de  somma- 
tion se  changeant  en  un  signe  d'intégration,  la  relation  précé- 
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dente  s'écrira  : 

13)  OHxU»  -  OR/xUo  =  PorirdU. 

•/o 

Dans  cette  évaluation,  chacune  des  quantités  infiniment 
petites  dU  est  supposée  appliquée  au  point  correspondant  de  la 
trajectoire  ;  U^  et  U»  ont  pour  'points  d*application  respectifs 
les  extrémités  de  Tare  décrit  par  le  point  m. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  au  cas  où  les 
moments  sont  pris  par  rapport  à  un  point  au  lieu  d'être  relatifs 
à  un  axe. 


B.  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  POINT  MATÉRIEL 

60.  Gompositloii  des  torées  appliquées  a  an  mêine 
poiat  matériel  s  éqaatioiis  du  mouvement  d'un  point. 

—  Revenons  actuellement  à  Tétude  des  forces.  La  définition 
précédente  de  la  force  et  l'application  des  principes  généraux 
conduisent  immédiatement  à  la  composition  des  forces  appliquées 
simultanément  à  un  même  point  matériel,  c*est-à-dire  à  la 
substitution  à  ces  diverses  forces  d'une  force  unique  équivalente  • 

En  eflfet,  d'après  le  principe  de  l'indépendance  des  effets  des 
forces,  l'accélération  F  due  à  l'ensemble  des  forces  considérées 
est  la  sonmie  géométrique  des  accélérations  F^,  F„  F,...  que 
produirait  individuellement  chacune  des  forces  F^,  F,,  F„  si  elle 
agissait  seule  sur  le  point  considéré. 

Mais  cette  accélération  F  serait  celle  qui  résulterait  de 
l'action  d'une  force  fictive  F  telle  que  : 

et  comme  on  a  : 

••• 

r=r,+rj  +  r,+..., 

on  a  aussi  en  multipliant  par  m  les  deux  membres  de  cette 
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métrique  : 

F  =  F,  +  F,  +  F»+ 

gle  dite  du  polygone  des  forces,  qui  se  réduit  à  celle 
du  parallélogramme  dans  le  cas  où 
l'on  n'a  que  deux  forces  composantes. 

La  force  F  ainsi  obtenue  est  dite  la 

résultante  des  forces  F,,  F,,  F,,  etc 

et    elle    peut   être     substituée    à    ces 
,     "  .forces  au  point  de  vue  du  mouvemeDt 

produit. 

tment,  lorsqu'un  mouvement  est  observé,  si  F  est 

ion,  la  force  mC  ou  F  capable  de  le  produire  peut 

rée   comme  la  résultante  de  plusieurs  forces  qui 

mr  somme  géométrique. 

lier,  on  pourra  remplacer  la  force  F  par  la  somme 

tions  sur  les  trois  axes,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e  des  projections  sur  les  trois  axes  de  tout  autre 

\,  F,....  dont  F  serait  la  résultante. 

/,  z  sont  les  coordonnées  du  point  mobile  de  masse  m, 

ométrique 

mr  =  F, 

amédiatement  de  la  définition  de  la  force,  équivaudra 
itions  algébriques  : 

es  X,,  Y,,  Z,  désignent  les  projections  sur  les  axes 
forces  F,  appliquées  au  point  mobile,  le  signe  ^ 
toutes  ces  forces. 
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Ces  trois  relations  sont  les  équations  du  mouvement  du  point  m  : 
elles  déterminent  en  effet  le  mouvement  du  point  m  lorsque  les 
forces  F^  sont  connues. 

Ol.  l>écomposltloii  de  la  résultante  des  forées 
appliquées  à  un  point  matériel  en  eomposantes 
tansentielle  et  nomnale.  —  Au  lieu  de  décomposer  la  résul- 
tante F  en  trois  composantes  parallèles  aux  trois  axes  coordonnés, 
on  peut  la  remplacer  par  deux  compo- 
santes, Tune  tangente  à  la  trajectoire, 
Tautre  dirigée  suivant  la  normale  prin- 
cipale à  cette  courbe  ;  on  sait  en  effet 
que  Taccélération  est  située  dans  le 
plan  osculateur  à  cette  trajectoire  (S  S), 
et  par  suite  il  en  est  de  môme  de  la  résul- 
tante F. 

Ces  composantes  de  la  force  s'obtien- 
dront en  multipliant  simplement  par  m  celles  de  l'accélération. 
Elles  auront  donc  pour  valeurs  : 


m -^  suivant  la  tangente, 

m  —  suivant  la  normale  principale. 

Si  Ton  désigne  par  /"i,  f^  et  f  les  grandeurs  de  ces  composantes 
et  de  leur  résultante,  abstraction  faite  de  leurs  directions,  on 
aura  la  relation  algébrique 

Si  Ton  appelle  T  et  N  des  grandeurs  égales  à  l'unité  et  portées 
sur  la  tangente  dans  le  sens  du  mouvement  et  sur  la  normale 
principale  à  la  trajectoire  du  côté  du  centre  de  courbure,  on  aura 
de  môme  la  relation  géométrique 


F=AT4-rnN. 
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l'on  désigne  par  p.  l'angle  que  mu.  m  luroe  r  u>«i;  lu 
u  mouvement  sur  la  trajectoire,  on  peut  encore 
çu'on  a,  d'après  les  valeurs  de  f,  et  de  f,  : 


it  par  (  l'angle  de  contingence  de  la  trajectoire. 


iORÈMES  GÉNÉRA-UX  SDR  LE  MOUVEMENT 
D'UN  POINT  MATÉRIEL 

^Onltloiis  préliminaire*.  —  Nous  appelleron; 
'■e  mouvement  géométrique  d'un  point  matériel  de 
i  quantité  géométrique  mV,  où  V  représente  en  gran- 
direction  la  vitesse. 

laçant  dans  cette  expression  V  par  sa  grandeur  algé- 
n  aura  la  quantité  de  mouvement  algébrique  mv. 
pellerons  force  vive  d'un  point  matériel  la  quantité 

ipellerons  impulsion  élémentaire  géométrique  d'une 


Bsion  fort  aDcienne  de  force  vive  &  été  conservée  et  consacrée 
mais  il  faut  ae  mettre  en  garde  contre  les  idées  fausses  aai- 

déoomination  peu  rationnelle  pourrait  conduire:  l'expressioD 

n'implique  nullement  l'idée  d'une  force. 

\9  cru  préférable,  avec  quelques   auteurs,   d'adopter,  pour  U 

force  vive,  att  lieu  de  U  quantité  mo*  primitivement  considérée, 

—,  qui  se  rencontre  constamment  dans  les  calculs.  Pour  éviter 

il  est  nécessaire  que  le  lecteur  ne  perde  pas  de  vue  cette  cod- 
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force  F  la  quantité  géométrique  Fdtj  produit  de  la  force  en  gran- 
deur et  en  direction  par  l'élément  de  temps  dt. 
L'impulsion  élémentaire  algébrique  sera  fdt. 

L'impulsion  totale  géométrique  correspondant  à  un  temps  t — t^ 
sera  l'intégrale  géométrique 


jtQ 


Fdt, 


Yimpulsion  totale  algébrique  pour  le  même  temps  sera  l'intégrale 
algArique 

Nous  appellerons  travail  élémentaire  d'une  force  F  la  quantité 
algébrique  ^cosa  ds,  où  ds  est  Télément  de  chemin  parcouru  et  a 
l'angle  que  fait  la  force  avec  la  direction  du 
mouvement  sur  la  tangente  à  la  trajectoire.  ^tr 

Le  travail  total  d'une  force  correspondant 
à  un  temps  t — f^  sera  : 

771/ 


Jh 


f  cos  a  ds, 

*9 


en  désignant  par  s^  et  s  les  situations  du  point  mobile  corres- 
pondant aux  époques  t^  et  t. 

Les  facteurs  qui  entrent  dans  l'expression  du  travail  élémen- 
taire peuvent  se  grouper  de  deux  manières  et  donner  lieu  à  deux 
expressions  différentes  du  travail  en  langage  ordinaire. 

On  peut  attribuer  le  facteur  cos  a  k,  ds  et  dire  que  le  travail 
élémentaire  est  le  produit  de  la  force  t  par  la  projection  du 
chemin  parcouru  ds  su^  la  direction  de  cette  force. 

On  peut  au  contraire  grouper  ensemble  les  deux  facteurs 
cos  a  et  /*,  et  alors  le  travail  élémentaire  sera  le  produit  du 
chemin  parcouru  par  la  projection  de  la  force  su/r  la  tangente  à 
la  trajectoire. 
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ma  nous  seront  tou 
tement  des  dëfînitio 
émentaire  giométri 
ique   des    impulsicr. 

(mentaire   d'tme  n 

Aix  élémentaires  de 

ae  est  presque  évide 

aentaire;  en  effet 

in  contour  fermé,  l 

3  &  la  trajectoire  de 

itipliés  par  ds  repr 

somme  des  1 

/'     et  le  travail 

de  signe  ;  doi 

p  On  voit  ai 

'  travail  d'une 

tituer  ses  ce 

gées  suivant 

élémentaire  < 

projection  du  chent 

X  da:  :  de  même  1 

respectivement  éga 


I   de*  quantité* 

a  quaniité  de  moui 
%ps  t — t,  est  égaie 
métriques  totales  i 
entre  les  Tnêmes  ^i 
la  définition  mâme 
i  agissant  sur  le  poi 
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d'où 

et 

mdV=  jFid^ 

le  signe  2  s'appliquant  à  toutes  les  forces  F^  dont  F  est  la  résul- 
tante. Intégrant  cette  équation  entre  les  limites  t^  et  t  et  remar- 
quant que  les  signes  ^  et  f  peuvent  être  intervertis,  on  arrive 
à  la  relation  : 


m 


V-mVo=j^' 2F,df=2j^' F,df, 


qui  répond  à  Ténoncé  du  théorème. 

G4I.  Autres    ex^pressions  du  même   théorème.    — 

1®  Si  Ton  projette  sur  un  axe  quelconque  des  quantités  géomé- 
triques égales,  on  obtient  évidemment  des  quantités  algébriques 
égales.  Donc  en  projection  sur  l'axe  OX,  par  exemple,  on*  aura  ; 

•»(i)-»(S).=2X'^*- 

Ainsi  : 

V  accroissement  algébrique  de  la  quantité  de  mou/vement  pro- 
jetée sur  un  axe  pendant  un  temps  quelconque  est  égal  à  la  somme 
pour  ce  même  temps  des  impulsions  totales  algébriques  des  forces 
projetées  sur  cet  axe» 

2*  Si,  au  lieu  de  projeter  sur  un  axe  fixe,  on  projette  à  chaque 
instant  sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  on  aura  pour  chaque 
élément  de  temps  la  relation  algébrique 

où  ft  désigne  la  projection  d'une  force  F^  sur  la  tangente,  ou,  en 
d'autres  termes,  la  composante  tangentielle  de  cette  force 
décomposée  suivant  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale.  Inté- 

8 


•  i> 


;CANIQUE  RATIONNELLE 
équation,  on  a  : 


'^S>'- 


intité  de  mouvement  algébrique  pen- 
est  égal  à  la  somjne  pour  ce  m^m« 
taies    algébriques    des    composantes 


par  rapport  à  un  axe  quelconque  X 
tion  géométrique  : 


emment  égaux,  si  l'on  suppose  les 
s  dV  et  F  portées  toutes  deux  à  par- 
donc 

tion  de  ces  grandeurs  algébriques 
t  toutes  portées  sur  la  direction  de 


'=/>■' 


mouvement  mW  satisfaisant  &  la  con- 
savoir  que  son  point  d'application  se 
suivant  la  direction  même  de  cette 


=  31timV  — 311-imV,. 


«=S.''n-.Fidt. 
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et,  par  suite,  les  si{ 
s'intervertir  : 


Jlo 


SïL^Fdt-. 

d'où  finalement,  en  s 

(3)  3IL,m 

équation  que  l'on  pex 
L'accroissement  du 
métrique  d'unpoint^ 
rapport  à  un  axe  fiù 
grales  des  moments  j 
mentaires  des  forces 
intervalle  de  temps. 

65.  Interpréta 

quantités  de  mou- 
vement présenté 
sous  cette  dernière 
forme  est  suscep- 
tible d'une  inter- 
prétation géométri- 
que remarquable. 
Eu  effet  le  mo- 
ment de  V  par  rap- 
.port  à  l'axe  X  n'est 
autre  chose  que  !e 

produit  de  ^»  pro- 

.    ,.       ,    mm' 
jectioQ  de  — j—  ou 

V  sur  un  plan  nor- 
mal à  l'axe,  par  la 
perpendiculaire  Op 
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e  double  de  l'aire  du  triangle  ombré  Ojjljjl'  dlvi- 
t  de  temps  dt. 

ic  par  A  l'aire  balayée  par  le  rayon  0(1  à  partir 
igine  quelconque  0|Ag,  on  aura  : 


1  vitesse  aréolaire  du  point  [n  relativement  au 
me  origine. 

;e  par  le  facteur  algébrique  m  les  deux  membres 
il  vient  ; 

ail-,mV  =  2mQ. 

ette  expression  du  moment  de  niV  dans  la  der- 

lu  théorème  des  quantités  de  mouvement,  on 

que  la  résultante  des  forces  agissant  sur  un 
■n  axe  fixe,  la  vitesse  aréolaire  de  la  projection 
>lan  perpendiculaire  à  cet  axe  rapportée  au  pied 
tstante  ;  car  alors  le  moment  de  la  résultante 
nt  nul,  le  second  membre  de  l'équation  des 
l à  zéro. 

1  passe  par  un  point  fixe,  la  propriété  démontrée 
iction  sur  un  plan  quelconque  en  rapportant  la 
i  la  projection  du  point  fixe  sur  ce  plan, 
isi,  généralisé  sous  une  forme  un  peu  différente, 
.ires  démontré  au  S  48. 

ne  des  forces  vives.   —    l'accroissement 

un  point  pendant  un  intervalle  de  temps  donné 
l  total  de  la  résultante  des  forées  qui  agissent 
mt  le  même  intervalle  de  temps. 
relation  algébrique  précédemment  démontrée  ; 


=  U, 


— ij     — -  -  .         •         •  •  ■  .       r  » 


\ 
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et  multiplions   par  vdt   ou  ds  les   deux  membres, .il, vient  : 


J»t 


mvdv  =  I    ftdsy 


d'où  en  intégrant  : 


-(mr* — mrj)=/    ftd8=  j  fcosads. 

Le  théorème  des  forces  vives  n'est  que  Ténoncé  de  cette 
équation. 

Au  travail  de  la  résultante  on  peut,  comme  Ton  sait, 
substituer  la  somme  des  travaux  de  ses  composantes  ;  si  Ton 
décompose  à  son  tour  chacune  de  ces  forces  en  ses  projections 
Xj  Y^  Zj  suivant  les  axes,  Téquation  des  forces  vives  s'écrira: 

Mais  pour  simplifier  les  écritures,  nous  conserverons  généra- 
lement l'équation  des  forces  vives  sous  la  forme 

1  ^mT3«— muA  =   r  Vxdx  +  Y  dy  +  Zdz\ 

OÙ  X,  Y,  Z  représentent  les  composantes  suivant  les  axes  de  la 
résultante  F. 

Il  est  très  important  de  remarquer  que  les  forces  normales  à  la 
trajectoire  donnant  un  travail  constamment  nul,  ces  forces  ne 
figurent  pas  dans  l'équation  des  forces  vives. 

0^7.  ESxainen  d'un  cas  particulier  important  t 
fonction  des  forces  |  potentiel  |  surfaces  de  niT'eau; 
propriétés  remarquables  de  ces  surAtces.  ^  Suppo- 
sons que  les  forces  qui  agissent  sur  le  point  mobile  ne  renfer^ 
ment  dans  leurs  expressions  d'autres  variables qj^eles  coordon- 
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exprime  que  la  quantité 

I 

conserve  une  valeur  constante  pendant  le  mouvement  du  point. 
Si  l'on  désigne  par  V  la  fonction  $  changée  de  signe,  et  si  Ton 
détermine  la  constante  arbitraire  que  renferme  cette  fonction  de 
manière  à  ce  que  V  soit  toujours  positif,  Téquation  des  forces 
vives  deviendra  : 

i 

-  mv*  +  V  =  constante, 

1 
et  sous  cette  forme  on  voit  que  les  deux  quantités  ^  mv*  et  V, 

toutes  deux  variables,  mais  toutes  deux  positives,  sont  telles 
qu'à  un  accroissement  de  Tune  correspond  une  diminution  égale 
de  l'autre.  On  peut  donc  considérer  la  fonction  V  comme  repré- 
sentant la  quantité  de  force  vive  que  le  point  est  susceptible 
d'acquérir  :  de  là  le  nom  de  potentiel  attribué  à  cette  fonction. 

Les  surfaces  que  nous  avons  considérées  et  qui  s'obtiennent 
en  égalant  à  une  constante  la  fonction  des  forces  ou  le  potentiel, 
ont  reçu  le  nom  de  sv/rfaces  de  niveau.  Elles  jouent  dans  le 
mouvement  étudié  un  rôle  très  important,  et  nous  démontrerons 
immédiatement  quelques-unes  de  leurs  propriétés  les  plus 
remarquables. 

A  tout  instant  du  mouvement  la  résultante  des  forces  qui 
agissent  sur  le  point  mobile  est  normale  à  la  surface  de  niveam, 
que  ce  point  traverse. 

En  effet,  soit 

la  surface  traversée  ;  on  a  par  hypothèse  :  ^ 

si  donc  on  se  déplace  de  manière  à  rester  sur  la  surface  de 


"îl^pp 
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:,y,s)  =  e,  d*^  devant  être  nul,  les  déplacements  dx, 
(feront  à  la  condition 


)  précisément  la  perpendicularité  de  ces  déplacements 
ultante  F  dont  X,  Y  et  Z  sont  les  projections  sur  les 

observer  encore  que  la  force  résultante,  perpendi- 
:i  qu'on  vient  de  le  démontrer  à  la  surface  de  niveau 
a.nte,  est  dirigée  par  rapport  à  cette  surface  du  côté 
où  la  fonction  *  va  en  croissant. 

Considérons     en     effet 
deux    surfaces  de  niveau  ' 
infiniment  voisines  : 


\ 


(S)  *(i,y,î)  =  c, 

(S')  *(x,y,2)  =  c  +  dc. 


traversées  en  m,  et  m'  par 

le  point  mobile,  et  soit  n 

la  normale  à  la  surface  S  en  in  perce  la  surface 

ail  élémentaire  correspondant  au  déplacement  mm' 


s'appliquanfc  suivant  que  F  est  de  même  sens  que 
ens  opposé.  En  effet,  par  raison  de  continuité  m'n 
considéré  comme  perpendiculaire  à  mn  en  négligeant 
int  petits  d'ordre  supérieur.  Mais  d'autre  part,  ce 
mentaire  a  pour  expression  l'accroissement  de  la 
',  c'est-à-dire  de.  Ces  deux  expressions  devant 
ême  signe,  on  voit  que  si  de  est  positif,  F  doit 
ême  direction  que  mn,  ce  qui  démontre  la  propriété 


'^■fc      • 
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F.  Tnn  =  dc, 


que  si  Ton  considère  une  série  de  surfaces  de  niveau  consécutives 
correspondant  à  des  accrois- 
sements égaux  de  la  cons- 
tante c,  Vintensité  de  la  force 
e^t  pour  chaque  position  du 
point  m  inversement  propor- 
tionnelle  à  Vespacement  cor- 
respondant mn  des  surfaces^ 
ou,  si  Ton  préfère,  inverse- 
ment  proportionnelle  à  Vépaisseur  de  la  couche  que  ce  point 
traveT^Cy  en  entendant  par  couche  l'espace  compris  qntre  deux 
surfaces  consécutives. 


6S.  E:Keniples  de  q[uelques  cas  ou  la  eondltton 
d^ntésrAbtlité  est  satisfaite.  —  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  quantité 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x^y,z  est  exprimée, 
comme  Ton  sait,  par  les  trois  relations  : 


dX 
dy- 

dY 

"dx 

dY 

d% 

Tz' 

dy 

dZ 
dx" 

dX 
"dz 

Signalons  quelques  .cas  simples  et  importants  où  cette  condi- 
tion se  trouve  remplie. 
Si  d'abord  on  suppose  une  force  unique  constante  en  grandeur 
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;tîoD,  en  prenant  cette  direction  pour  axe  des  s  on  a  : 

X  =  0      Y  =  0     Z  =  mg, 

Lccdiération   constante  correspondant  pour  le   point 

.  force  agissante. 

tité  Xdx  +  Ydy  +  ZdsBe  réduit  alors  à  mgdz,  qni  est 

tielle  de  la  fonction  mgz. 

aces  de  niveau  sont  donc  des  plans  piirallèles  à  XOY, 

ition  générale  est  : 

;=coDstaDtc. 
iséquence  remarquable  résulte  dans  ce  cas  de  l'équa- 

-^mv'-^mv\  =  mg{z-z,). 

t,  quelle  qw  soit  la  trajectoire  suivie  par  le  point 
vitesse  ne  dépend  que  de  la  projection  du  chemin 
su/r  la  direction  de  la  force. 

rrons  plus  loin  que  cette  observation  peut  s'appliquer 
tombant  sous  l'actioa  de  l'attraction  terrestre  :  la 
[e  cette  attraction  s'appelle  direction  verticale,  et  la 
' — O  prend  alors  le  nom  de  hauteur  de  chute  :  on 
néralement  la  hauteur  de  chute  à  partir  d'une  haateur 
mdant  à  une  vitesse  initiale  nulle.  Si  l'on  désigne  par  A 
teur,  l'expression  de  la  vitesse  est  donnée  par  la 

mtrales.  — La  condition  d'intëgrabilité  est  encore  satis- 
s  les  fois  que  la  résultante  F  est  une  force  centrale, 
3  passe  par  un  point  fixe  0  et  est  fonction  de  la  dis- 
1  point  mobile  k  ce  point  fixe  ;  car  alors  la  quantité 
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qui  est  égale  à 

fcosadsj 

peut  se  mettre,    à   cause  de   ds  cos  a  =  dr,    sous   la  forme 

expression  qui  représente  toujours 
la  différentielle  d'une  certaine  fonc- 
tion de  r,  c'est-à-dire  d'une  fonc- 
tion de  X,  y,  2,  si  Ton  remplace  r 
par  sa  valeur  en  fonction  des  coor- 
données. 

L'intégrale  étant  alors  de  la  forme  $  (r),  les  surfaces  de 
niveau  : 

^  (r)  =  constante, 
sont  des  sphères  de  centre  0. 

Si,  au  lieu  d'une  résultante  F  passant  par  un  point  fixe,  on 
avait  un  système  de  forces  agissant  simultanément  sur  le  point  m, 
passant  respectivement  par  des  points  fixes  0,  0',  O''  et  fonc- 
tions des  distances  du  point  m  à  ces  points  fixes,  le  second 
membre  de  l'équation  des  forces  vives  pourrait  se  mettre  sous  la 
forme  : 

et  donnerait  en  s'intégrant  une  quantité  de  la  forme  : 

4>(r)  +  ir(r')  +  X(r"), 

qui,  égalée  à  une  constante  arbitraire,  représenterait  les  surfaces 
de  niveau. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  deux  forces  de  grandeurs 
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constantes  passant  par  deux  points  fixes  0  et  0',  les 
surfaces  de  niveau  sont  ; 


r  4-  r"  =  GODstaDte, 

c'est-à-dire  des  ellipsoïdes  de  révolution  en- 
gendrés par  des  ellipses  homofocales  dont 
0  et  0'  sont  les  foyers. 

Si  les  forces  agissant  sur  le  point  mobile 
et  passant  par  des  points  fixes  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  du  point  mobile 
■  aux  points  fixes,  on   trouve  des  sphères, 
i  peut  le  reconnaître  aisément,  soit  par  l'équation  des 
B  niveau,  qui  est  dans  ce  cas  : 

Xr*+X'T^  +  Vr^*  +  ...  —  eomiaate, 

mt  par  î.,  X',  \"  des  constantes,  soit  en  remarquant 
iiltante  de  ces  diverses  forces  passe  par  un  point  fixe 
portionnelle  à  la  distance  du  point  mobile  b  ce  point 
fet,  ces  forces  sont  des  grandeurs  géométriques  de  la 

r(u-6),  etc., 

it  le  rayon  vecteur  du  point  mobile,  a,  b...  les  rayons 

s  fixes. 

lultante  (qui  est  leur  somme  géométrique)  est  donc  de 


(l  +  X'  +  )."...)u— (la  +  V5+l"c-f...). 

léfinit  actuellement  un  nouveau  centre  u  de  rayon  A 

dition  : 

{X  +  l'  +  X"-f..OA  =  (Xa -F  X'6  +  X"c +  ...), 
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on  voit  que  la  résultante  pourra   se   mettre  sous  la  forme"  : 

(X  +  X'  +  V'  +  ...)  (u-A), 

ce  qui  démontre  le  résultat  annoncé. 

Considérons  enfin  le  cas  de  forces  attractives  émanant  de 
points  fixes  et  inversement  proportionnelles  aux  carrés  des 
distances  r,  t^t".,.  du  point  mobile  à  ces  points  fixes  (loi  de 
Newton). 

Dans  ce  cas  le  travail  élémentaire  a  pour  expression  : 

La  fonction  des  forces  est  donc  égale  à  : 

et  le  potentiel   à  —  ^  —  >  le  signe  2  s'appliquant  dans  ces 

diverses  expressions  à  tous  les  pôles  d'attraction  qui  agissent 
sur  le  point  mobile. 

09.  Observations  sur  l'effet  des  forces  dont  le 
travail  est  constamment  nul.  —  On  doit  remarquer  que 
si  parmi  les  forces  agissant  sur  un  point,  il  y  en  a  qui  sont  cons- 
tamment normales  à  sa  trajectoire,  ces  forces  n'entrant  pas  dans 
Téquation  des  forces  vives,  il  n'y  a  lieu  d'en  tenir  compte  ni 
pour  la  condition  d'intégrabilité,  ni  pour  la  détermination  des 
surfaces  de  niveau. 

Cette  remarque  iiçportante,  que  nous  aurons  l'occasion  d'appli- 
quer fréquemment  dans  la  suite,  nécessite  quelques  explications 
pour  être  bien  comprise. 

Des  forces  F  qui  admettent  une  fonction  des  forces  et  déter- 
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!S  surfaces  de  niveau  auxquelles  elles  sont  normales, 
nt  être  évidemmeQt  que  des  fonctions  des  coordon- 

.  donc  dea  forces  telles  que  lorsque  le  point  mobile  passe 
int  donné  de  l'espace,  elles  prennent  une  valeur  déter- 
ndépendante  de  tonte  autre  circonstance.  Si  l'on  adjoint 
ces  certaines  forces  R  normales  à  la  trajectoire  ou 
t  plus  généralement  de  circonstances  qui  peuvent 
ir  une  même  position  du  point  mobile,  ces  forces  évi- 
ne  sauraient  déterminer  un  système  de  surfaces  de 
uisqu'elles  ne  satisfont  pas  à  la  condition  précédente, 
abstraction  faite  des  forces  R,  on  considère  le  système 
ces  de  niveau  S  relatif  aux  seules  forces  F,  le  point 
^prendra  bien  la  même  vitesse  toutes  les  fois  qu'il 
traversera  dans  son 
mouvement  une  même 
surface  S.  Mais  dans 
ce  cas  la  résultante 
générale  4>  des  forces 
appliquées  au  point 
mobile  ne  sera  plus 
normale  à  S,  puis- 
qu'elle s'obtiendra  par 
la  composition  de  la 
résultante  mF  des 
(résultante  normale  à  la  surface  de  niveau  S]  avec  la 
!  mR  des  forces  R,  qui  est  normale  par  hypothèse  à  la 
3  G  du  point  m. 

ivera  l'application  de  ces  remarques  dans  la  démona- 
1  théorème  de  la  moindre  action.  Ce  théorème,  qui 
me  propriété  générale  du  mouvement  d'un  point,  se 
naturellement  à  la  suite  du  théorème  des  quanttités  de 
Qt  et  du  théorème  des  forces  vives.  Mais  nous  en  ren- 
démonstration  à  un  prochain  chapitre  (S  03),  parce  qne 
.érations  que  nous  aurons  développées  sur  le  mouvement 
;  assujetti  à  suivre  une  courbe  donnée  nous  serviront 
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alors  à  simplifier  renoncé  de  ce  théorème  et  à  en  éclaircir  la 
signification. 


FORCES  INSTANTANÉES  ET  PERCUSSIONS 

70.  Déflnitloii  t  effet  d'une  percussion  sur.  un 
point.  —  Considérons  un  point  matériel  de  masse  m  se  dépla- 
çant sous  l'action  d'une  certaine  force  F,  agissant  sur  lui  pen- 
dant un  temps  {t — t^)  :  la  variation  de  la  vitesse  du  point  en 
grandeur  et  en  direction  pendant  cet  intervalle  de  temps  se  trou- 
vera exprimée,  d'après  le  théorème  des  quantités  de  mouvement, 
par  la  relation  géométrique 


(i) 


(mV  —  mVo)  =  {^  Fdt. 


Supposons  actuellement  que  la  grandeur  de  la  force  F  aille  en 
augmentant  indéfiniment,  tandis  que  l'intervalle  de  temps  {t — t^) 
pendant  lequel  elle  agit  diminue  et  tend  vers  zéro  ;  supposons 
de  plus  que  le  produit 

Fdty 

auquel  se  réduit  finalement  l'intégrale  du  second  membre,  tende 
vers  une  limite  finie  P. 

On  dira  alors  que  le  point  mobile  est  soumis  à  l'action  d'une 
percussion  P  (*).  L'effet  de  cette  percussion  se  manifestera  par  un 
changement  brusque  dans  la  vitesse,  exprimé  par  la  relation 
géométrique  : 

(2)  m(V-Vo)  =  P. 

Le  résultat  serait  le  même  si  le  point  m,  au  lieu  d'être  soumis 


(*)  Afin  d^éviter  toute  confusion,  nous  adoptons  de  préférence  la  dénomi*^ 
nation  de  percussion^  pour  désigner  le  produit  Fd^  ou  P  qui  est  une  impul-^ 
êiorif  en  réservant  le  nom  de  force  instantanée  pour  la  force  F^  infinie  à 
la  limite,  qui  produit  cette  pei^rassion. 


___^  - . 
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dans  lesquelles  les  seconds  membres  seront  alors  constamment 
connus,  permettront  d'obtenir  par  une  double  intégration  trois 
relations  où  entreront  le  temps  t  et  les  trois  coordonnées  oo^y^z 
du  point  mobile.     -         .  • 

Le  mouvement  du  point  sera  donc  déterminé  :  on  connaîtra  à 
chaque  instant  sa  position  dans  l'espace,  et  Télimination  du  temps  t 
fournira  deux  équations  entre  x^yeiz  qui  définiront  la  trajectoire. 

Si  les  forces  satisfont  aux  trois  relations  : 


■    i» 


>  •: 


«  •■ 


2X1=0      2Yi=.o      2z,=o,  • 

elles  sont  dites  se  faire  équilibre^  c'est-à-dire  qu'elles  ne  modi- 
fient en  rien  Tétat  de  mouvement  ou  de  repos  du  point  sur  lequel 
elles  agissent  ;  en  particulier,  si  le  point  était  primitivement  en 
repos,  il  resterait  en  repos  sous  l'action  d'un  pareil  système  de 
forces. 

72.  Déflnitioii  de  la  Ibrce  d'inertie.  —  L'équilibre 
des  forces  appliquées  à  un  point  mobile  étant  défini,  comme 
nous  venons  de  le  faire,  par  l'équation  géométrique 


♦'. 


'5 


2F,  =0, 

ou  par  les  équations  algébriques  équivalentes 

2X,  =  0       2^1  =  0       2Z,  =  o, 

le  mouvement  de  ce  point  est  déterminé  de  même  par  l'équation 
géométrique 


2F,=mr  = 


m 


N^ 


A' 


ou  par  les  équations  algébriques  équivalentes 


yi.= 


m 


d«x 


2'.= 


m 


d^ 
dt« 


2^.= 


d»z 


9 
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ie  que  si  l'on  définissait  une  force  fictive  égale  à 


ï  les  composantes  suivant  les  axes  seraient  par  conséquent: 

d'à:        d^  d*z 

"^  d?  ""  di*  '"di*' 

aonvelle  force  sattsferut  avec  les  autres  aux  conditions 

ibre. 

t  cette  force  fictive  qui  a  reçu  le  nom  de  force  d'inertie  : 

isidératioD  est  souvent  utile  pour  simplifier  les  raisonne- 

et  les  énoncés. 

,  Remarque  anr  le  mouvement  de  la  prcjeetlon 
point  mobile.  —  Si  l'on  projette  un  point  mobile  de 
:e  sur  un  plan  ou  sur  une  droite,  l'accélération  du  point 
i  est  évidemment  la  projection  de  l'accélération  du  point  de 
«.  On  voit  donc  que  si  l'on  suppose  au  point  projeté  une 
égale  &  celle  du  point  de  L'espace,  son  mouvement  pourra 
ttribué  à  une  force  qui  sera  précisément  la  projection  de 
[ui  agit  sur  le  point  qu'on  projette^ 


UTION  DU  PRORLÈME  DU  HOUVEHENT  D'UN  POINT  LIBRE 
DANS  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS 

1°  Mouvement  rcetUlBne. 

:.  Soit  d'abord  une  force  de  direction  constante  OX  agissant 
Q  point  de  masse  m  partant  du  repos,  ou  animé  d'une  vi- 
tesse initiale  de  même  direc- 
_  ,  -,       ^^^^  ^^^  j^  force. 

Il  n'y  aura  évidemment  au- 


lotif  pour  que  le  point  mobile  sorte  de  la  droite  OX.  En 
ni  donc  cette  droite  pour  axe  des  x,  on  n'aura  à  conserver 


\^-iA 
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que  la  première  des  équations  (1),  les  deux  autres  étant  toujours 
identiquement  satisfaites. 

La  trajectoire  sera  la  droite  OX  et  la  position  qu'occupera  à 
chaque  instant  le  point  m  sur  cette  trajectoire  sera  déterminée 
par  l'intégration  de  l'équation 


m— ,  =  X. 


■g 


r 


.  .?  • 


Différents   cas  peuvent   se    présenter;  examinons  les  plus 
simples  : 
Si  X  est  une  fonction  connue  du  temps  t  seulement  f  ),  on  a  : 

d'où,  en  intégrant  une  première  fois, 


m 


^=J/'(0d«  =  F(O+C, 


équation  qui  donne  à  chaque  instant  la  vitesse.  La  constante  G 
se  détermine  par  les   circonstances  initiales  et  est   égale  à 

Une  seconde  intégration  donne  : 


ma;=  rF(Od^  +  C<+C', 


i 


Àrl 


d'où  X  en  fonction  du  temps  ;  la  nouvelle  constante  G'  s'exprime 
comme  la  précédente  en  fonction  des  circonstances  initiales. 


Supposons  en  second  lieu  que  X  soit  une  fonction  connue 
de  X. 


f]  Nous  avons  vu  précédemment  de  quelle  manière  cette  hypothèse 
devait  être  entendue. 


^r* 
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d'où 


dt- 


mdv 


et  en  intégrant 


'=fm*<'-><''*'' 


résolvant  actuellement  par  rapport  à  t;,  on  a  : 


c'est-à-dire 


V  =Y(0 


S=^w. 


d*où  X  en  fonction  de  t  par  une  seconde  intégration. 

Les  trois  cas  que  nous  venons  d'examiner  sont  les  plus  simples 
qui  puissent  se  présenter  et  ceux  que  Ton  rencontre  le  plus  fré« 
qaemment  dans  les  applications  pratiques.  Mais  il  est  à  peine 
besoin  de  faire  remarquer  que  des  cas  plus  compliqués  pourraient 
se  rencontrer  également,  par  exemple  celui  où  X  serait  simulta- 
nément fonction  de  Xy  de  t  et  de  v. 

75.  ApiiUcatton  de  la  solution  précédente  &  qael- 
qae«  exemples  simples.  —  a)  Mouvement  vibratoire.  —  Soit 
d'abord  un  point  matériel  m  partant  du  repos  et  attiré  vers 
un  centre  fixe  0  proportioimellement  à  sa  distance  à  ce  centre. 

L'équation  difiFérentielle  de  ce  mouvement  sera  : 


m-— 3  =  —  AX 


a 


OU 


d^ 
d«« 


= «*X! 


//t 


A 


frU 


en  posant  pour  simplifier  : 


\  =  m's*. 
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coefficients   constants  dont 


ans  équation  linéaire 
e  générale  est  : 


i  =  C,  cos(e(  +  C,). 

instantes  arbitraires  G,  et  G^  se  déterminent  par  les 
nces  initiales. 

compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  point  mobile 
is  sa  position  de  repos  initial  en  À,  la  force  d'attrac- 
immencé  d'agir,  on  doit  avoir  pour  t  =  Q,  x  =  a  et 

)n  en  conclut  G,  =  0,  G,  =  a  et  la  solution  devient  : 


facile  de  donner  une  image  très  nette  du  mouvement 
,r  cette  équation.  Décrivons  du  point  0  comme  centre 
avec  OA  pour  rayon  une 
circonférence,  et  ima^ons 
un  mobile  M  qui  partant  de 
A  en  même  temps  que  m 
décrive  la  circonférence  avec 
une  vitesse  angulaire  uni- 
forme  s.  Au  bout  d'un  temps 
quelconque  t,  il  aura  par- 
couru un  arc  st  et  sa  pro- 
jection orthogonale  sur  le 
diamètre  OA  coïncidera  pré- 
cisément avec  m. 
On  voit  que  le  point  m 
de  part  et  d'autre  du  point  0  entre  les  positions 
A  et  A'  et  que  la  durée  de  son  oscillation  simple 
e  employée  par  M  pour  décrire  le  demi-cercle,  c'est- 
temps 


f 
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Cette  durée,  indépendante  de  a,  ne  dépend  que  du  coeffi- 
cient d'attraction  s.  Nous  aurons  plusieurs  fois  dans  la  suite 
roccasion  d'appliquer  ce  résultat  remarquable. 

b)  Mouvement  d* un  point  sous  V action  d'une  force  de  grandeur 
et  de  direction  constantes  et  d'une  résistance  opposée  à  la  vitesse 
et  proportionnelle  à  son  carré. 

Si  Ton  suppose  le  point  partant  du  repos,  son  mouvement  s*ef« 

fectaera  évidemment  suivant  une  droite  menée  par  sa  position 

initiale  0  parallèlement  à  la  force  qui  le  sollicite.  Prenons  donc 

comme  axe  cette  droite  OZ,  que  nous  supposerons  verticale  et 

dirigée  de  haut  en  bas,  et  désignons  par  z  le  chemin  Om  par- 

dz 
couru  par  le  point  mobile  à  Tépoque  ^,  par  t;  ou  -^  sa  vitesse  à 

la  môme  époque,  par  m  sa  masse,  par  mg  la  force  constante  qui 

agit  sur  lui,  enfin  par  -7^  v*  la  grandeur  de  la  force  résistante. 

L'équation  du  mouvement  du  point  sera  : 


m 


OU  bien 


dv         r       v*\ 


Une  intégration  facile  donne   par   la  séparation  des    va- 
riables : 


2)  «  =  25  log.  nép.  j^—^ 


sans  constantes  d'intégration,  puisque,  pour  t  =  0,  v  doit  être  nul 
par  hypothèse. 
Pour  achever  la  solution,  résolvons  l'équation  (2)  par  rapport 
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Si  la  vitesse  t;^  est  dirigée  dans  le  sens  OZ,  les  calculs  se  feront 
comme  ci-dessus,  et  le  mouvement  sera  le  même  que  celui  d'un 
point  parti  sans  vitesse  d'une  position  initiale  0^,  située  à  une 
certaine  hauteur  au-dessus  de  0. 

Si  la  vitesse  v^  est  dirigée  de  bas  en  haut,  les  équations  pré- 
cédentes, au  moins  pendant  la  première  phase  du  mouvement, 
doivent  être  modifiées,  car  le  mouvement  s'effectuant  de  bas  en 
haut,  la  résistance  s'ajoute  à  la  -force  constante  mg  au  lieu  de 
s'en  retrancher. 

Ainsi  Téquation  (1)  deviendra,  en  comptant  positivement  les 
vitesses  dans  le  sens  ZO  de  la'vitesse  initiale, 

«  jr=-«{'+p)- 

Les  résultats  de  l'intégration  se  trouvent  modifiés  à  leur  tour 
par  ce  changement  de  signe,  et  Ton  trouve  : 


(20 


v^Ktg(^C^f^ 


avec  la  condition  initiale  : 

v^-KtgC 
pour  déterminer  la  constante. 

De  là,  par  développement  detgfc —  ^  j> 

tgC—tg-^         Tj^cos  ^ —  K  sin  — 

(Z')  c=K !^=K îj-. ^ 

l  +  <SfC/g|-        vosin^.-  +Kcos^ 

c'est-à-dire,  à  cause  de  dz  =  vdt 

Vocosg Rsm~- 

dz  =  K -, ^dt 

v^  sm  ^  -i-  K  cos  |- 
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tégrant 

z=  ^  log.  nép.  (o.  siD  |î  +  K  C08  |f)  +  C 

condition  initiale 


-  log.  nép.  K  +  C 


terminer  la  constante  G', 
enfin  : 


=  — -log.nép. 


(■•"■f^-'-g) 


atilon  (SO  fait  voir  que  la  vitesse  va  en  diminuant  avecc 
mule  pour  : 


moment  le  mobile  s'est  élevé  h.  une  hauteur  00,  ou  h 
par  la  relation 


.,<,g.„ép.\^ jj j=- 


log.  nép.  ■ 


tir  de  cet  instant  la  vitesse  du  point  mobile  changeant  de 
3  formules  ci-dessus  cessent  d'être  applicables,  mais  celles 
s  au  premier  cas  étudié  commencent  &  l'être,  et  le  mou- 
se  continue  comme  si  le  point  partait  de  la  situation  0, 


I      • 
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sans  vitesse  initiale.  On  trouvera  plus  loin  (§  84)  la  solution  du 
même  problème  dans  le  cas  où  la  vitesse  initiale  ayant  une  direc- 
tion quelconque,  le  mouvement  du  point  s'effectue  suivant  une 
trajectoire  courbe. 


9*  MoiiT'einieiit  enrvlllffne. 


TO.  a)  Mouvement  parabolique  des  points  peiMM&ts. 

—  Lorsqu'un  projectile  est  lancé  à  la  surface  de  la  Terre, 
on  peut,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin,  assimiler  approxi- 
mativement son  mouvement  à  celui  d'un  point  matériel  animé 
d'une  vitesse  initiale  connue,  mais  quelconque  d'ailleurs,  et  sou- 
mis à  l'action  d'une  force  nommée  pesanteur,  constante  tant  en 
grandeur  qu'en  direction. 

Nous  appellerons  point  pesant  un  point  matériel  soumis  à 
l'action  d'une  pareille  force. 

Nous  étudierons  actuellement  le  problème  du  mouvement  d'un 
point  pesant  en  prenant  pour  axes  deux  axes  rectangulaires,  le 
premier  OZ  op- 
posé  à  la  direc-    I 
tien  de  la  force , 
le    second    OX 
déterminé  de  fa- 
çon à  ce  que  le 
plan   ZOX   ren- 
ferme la  vitesse 
initiale. 

Nous  place- 
rons l'origine  des 
coordonnées  au 
mobile. 

Soit  alors  i;^  la  grandeur  de  sa  vitesse  initiale  et  a  l'angle  que 
cette  vitesse  fait  avec  l'axe  OX.  Les  équations  du  mouvement 
pourront  se  réduire  à  deux  (car  il  n'y  à  pas  de  raison  pour  que 


point   occupé   par   la    position    initiale   du 
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t  plan  ZOX).  Oa  aura  donc  :. 


-mg  ou 


mg  la  force  constante, 
intégration    donne,    en    tenant    compte    des 
iales  : 


dt~ 


-gt  +  Vf  sin  a. 


de  ces   équations  montre   que  la  projection 

vitesse  est  constante. 

intégration  fournit    la    solution    complète    dn 

uve; 


x^v, cosa  t 


ivent  être  nulles,  puisque  le  point  mobile  part 

mps  zéro. 

,  on  obtient  l'équation  : 


g*' 


+  tg»Jt, 


2  V\  C08'  a 

le  parabole  à  axe  vertical  passant  par  l'origine, 
difficulté  que  la  tangente  à  cette  parabole  an 
a  direction  de  la  vitesse  initiale. 
0,  on  trouve  d'abord 


a  racme, 

no        -»î  sin  a  cosa        vJSÎDSa 


i 
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c'est  cette  longueur  qu'on  appelle  en  balistique  la  portée  du 
projectile. 

Si,  laissant  constante  la  grandeur  de  la  vitesse  initiale,  on  en 
fait  varier  la  direction,  on  obtiendra  la  plus  grande  portée  pos- 
sible lorsque  sin  2a  sera  égal  à  1,  c'est-à-dire  pour  a  =  45®.  Gçtte 

portée  maximum  est  égale  à  -^• 

La  plus  grande  hauteur  qu'atteint  le  projectile  correspond  à 

l'abscisse  -^  ou  -^ •  Cette  hauteur,  qui  s'appelle  Aàwteur 

du  jet,  varie  avec  a  si  t;^  reste  constant,  et  atteint  son  maxi- 

mum  pour  a =90®  :  elle  est  égale  dans  ce  cas  à  ^• 

Remarquons  encore  que  si  le  point  pesant  était  abandonné  à 
lai-même  sans  vitesse  initiale  et  tombait  suivant  la  verticale 
OZ,  Téquation  de  son  mouvement  sur  cette  droite  serait 

z  =  —  ^— 
2 


Sa  hauteur  de  chute  au  bout  du  temps  ^  =  1  serait  donc  —  | 

et  pourrait  servir  de  mesure  à  la  constante  g.  La  valeur  de  cette 
constante  est  liée,  on  le  voit,  au  choix  de  l'unité  de  temps  qu'on 
a  adoptée.   Si,  par  exemple,  on  prenait   une  nouvelle  unité 

n  fois  plus  grande  que  la  précédente,  en  remplaçant  t  par  — .  et  g 

par  g'  dans  la  relation  précédente  et  égalant  ensuite  les  valeurs 
de  z,  on  trouverait  pour  nouvelle  valeur  de  g  : 

7V.  Parabole  et  paraboloîde  de  sûreté.  —  Cherchons 
à  déterminer  l'enveloppe  de  toutes  les  paraboles  que  l'on  peut 
obtenir  avec  une  vitesse  initiale  donnée  et  une  inclinaison 
variable. 

Remarquons  pour  cela  que  si  l'on  cherche  à  déterminer  a  de 
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re  à  faire  passer  la  parabole  par  un  point  donné  m  (x„  i,), 
équation  de  condition 


)Q  peut  écrire 


-ï^.^^^'" 


-||(i  +  tg*«)  +  i,tg.^ 


donne  en  général  deux  râleurs  pour  tga. 
i  veut  dire  qu'il  existe  en  général  deux  paraboles  et  deni 
oies  seulement  passant  par  un  point  donna  m  du  plan  ZOI. 


aveloppe  étant  le  lieu  des  points  d'intersection  de  l'une 
s  courbes  avec  la  courbe  ïnâniment  voisine,  on  voit  que 
lints  de  cette  enveloppe  devront  satisfûre  à  la  condition 
nner  en  portant  leurs  coordonnées  dans  l'équation  (I) 
valeurs  de  tga  infiniment  peu  différentes,  c'est-à-dire 
ï  à  la  limite, 
condition  d'égalité  des  racines  de  l'équation  (t) 


-i-t^  = 


rï-==w 
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(2) 


g   ^9^ 


est  donc  Téquation  de  T  enveloppe  cherchée. 

Cette  courbe,  qui  est  encore  une  parabole,  mais  dont  Taxe 
est  OZ  et  qui  ne  passe  j)lus  par  Torigine,  a  regu  le  nom  de  paror 
bole  de  sûreté.  En  effet,  elle  limite  la  région  du  plan  où  peut 
arriver  un  projectile  lancé  du  point  0  avec  une  vitesse  initiale 
connue,  et  en  se  plaçant  en  dehors  de  cette  parabole  on  est 
assuré  de  ne  pouvoir  être  atteint,  quelle  que  soit  la  direction 
suivant  laquelle  est  envoyé  le  projectile. 

Si  la  vitesse  initiale  pouvait  recevoir  une  direction  absolu- 
ment arbitraire  autour  du  point  0,  en  répétant  le  même  raison- 
nement dans  tous  les  plans  conduits  par  OZ,  on  arriverait  à 
déterminer  un  paraboloîde  de  sûreté  qui  ne  serait  autre  que  le 
parabololde  de  révolution  engendré  par  la  rotation  de  la  para- 
bole de  sûreté  autour  de  OZ. 

78.  Problème  du  Jet  d'eau.  —  À  la  question  que  nous 
venons  de  traiter  se  rattache  encore  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Des  points  mobiles  pe- 
sants en  nombre  quel- 
conque sont  lancés  si- 
multanément du  point  0 
avec  une  même  vitesse 
initiale  i;^,  mais  dans 
des  directions  différen- 
tes :  on  demande  le  lieu 
de  ces  points  après  un 
temps  donné  t. 

Il  n'y  a  évidemment 
à  s*occuper  que  des 
points  lancés  dans  le 
plan  ZOX,  puisque  dans 
chaque  plan  vertical 
tout  se  passera  de  la  même  manière. 


z 
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écritures,  l'expression  de  la  force  sohs 

m&sse  da  point  matériel  et 
(■.  une  constante. 

Soit  m,v,  la  vitesse  initiale  : 
conduisons  un  plan  par  le 
centre  d'attraction  0  et  par 
cette  Tîtesse  initiale  :  il  n'y 
aura  aucune  raison  pour  que 
le  point  mobile  sorte  de  ce 
plan;  nous  prendrons  donc 
dans  ce  plan  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  se  réduiront  à 


*v  _  V  _     M. 


Intégration.  —  Si,  après  avoir  multiplié  respectivement  par  y 
et  par  x  les  deux  équations  (1),  on  les  retranche  ensmte  membre 
à  membre,  on  trouve  : 


d'où 

(2) 


d*y         d*x 


dy         dx      „ 


G  étant  une  constante  à  déterminer  par  les  circODStances  ini- 
tiales. 
En  passant  aux  coordonnées  polures,  on  doit  faire  : 


x=r  cos  0 
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naéquent 

dx      dr        .  .    .dS 

^  =  ^C08  8_r8.ne- 

du      dr  .    ^  „  d8 

tioQ  (2)  où  l'on  substitue  ces  valeurs  se  réduit  &  : 

'■!?-.     ■ 

aurions  pu  écrire  immédiatement  cette  équation  en 
int  que  la  force  passant  par  un  point  fixe,  le  théorème 
est  applicable. 

du  point  mobile. 

lifint  maintenant  la  première  des  équations  (1)  par  dx^ 
le  par  dy,  et  ajoutant,  on  obtient 


td{d3?  +  dy*)_      [Il 


=  -S|dC^  +  y*)=-^d'-- 


ds?  +  dy*=ds''  =v*dt*, 
]ue 

d(da!*  +  dy*)  =  Srrdi)dP. 
tion  précédente  revient  donc  à  : 

»do=— ^dr. 
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Sous  cette  forme  elle  est  immédiatement  intëgrable  et  doi 

(il  «■=^+'., 

en  désignant  par  h  une  constante. 

Cette  équation,  comme  l'équation  (3),  aurait  pu  s'écrire  imi 
diatement.  En  effet,  le  théorème  des  forces  vives  appliqué  au 
actuel  fournit  l'équation  : 


■'^-=^- 


On  voit  sur  cet  exemple  comment  l'application  des  tliéorè: 
généraux,  si  elle  n'est  pas  indispensable,  peut,  dans  un 
particolier,  sintpliGer  considérablement  la  solution. 

Remplaçons  actuellement  v*  par  son  expression  en  coordoni 
polaires  : 

df  '*'     dt*' 

l'équation  (5),  où  nous  aurons  porté  cette  valeur,  jointe  à  l'éi 
tion  (3),  nous  fournira  le  système  des  deux  équations  suivai 
pouvant  remplacer  les  équations  (1) 

Eliminant  dt  entre  ces  équations,  on  obtient  la  relation 

ry/kr^  +  i^r  —  C* 
c'est  l'équation  différentielle  en  r  et  6  de  la  trajectoire,  qui  p 


I 
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et  par  suite 

^  ^  1  +  e  C08  (6— 6o) 

Telle  est  l'équation  de  Torbite  :  c'est,  on  le  voit,  une  section 
conique  ayant  le  centre  d'attraction  pour  Tun  de  ses  foyers. 

La  constante  a  représente  le  grand  axe  de  la  conique. 

La  constante  e  n'est  autre  chose  que  V excentricité  de  la 
courbe^  et  c'est  cette  constante  qui  détermine  la  nature  de  la 
conique. 

On  a  une  ellipse  si  «  <  1 ,  une  hyperbole  si  ^  >  1 ,  une  parabole 
si«=l. 

Dans  ce  dernier  cas  a  doit  devenir  infini  pour  que  le  produit 
a  (1 — e*)  conserve  une  valeur  finie  :  ce  produit  représente  alors 
le  pa/ramètre  de  la  parabole. 

2*  Loi  du  mouvement  sv/r  l' orbite.  —  Pour  obtenir  la  loi  du 
mouvement  du  point  mobile  sur  l'orbite  ainsi  déterminée,  repre- 
nons l'équation 

r«d6  =  Cdf, 

et  remplaçons  d6  par  sa  valeur  en  [fonction  de  r.  Il  vient,  à 
cause  de 

C«  =  a(i(l  — e«)      et      /i  =  — 5^, 
(9)  .  ^^^ 


y—^rH-îfir — a|x  (1 — e*) 


Définissons  une  nouvelle  variable  auxiliaire  u  en  posant  : 

(10)  r  =  a  (1  —  e  ces  u). 

L'équation  (10)  donne  par  différentiation  : 

dr=zae  sin  udu. 

En  portant  dans  l'équation  (9)  ces  valeurs  de  r  et  de  dr^  on 
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e  après  simplification 

aV^(l— ecosu)du 

7?         -  ■ 

tte  relation  intégrée  en  y  remplaçant  la  constante  — ^ 

•  et  appelant  e  une  constante  d'intégration  nouvelle,  con- 
i  l'équation 

w  — esio  w  =  nl  +  j, 

étennine  u  en  fonction  de  t.  Connaissant  u,  r  en  résulte 

la    relation    (10)   et  6    résulte    de    r  par    l'équation  de 

te. 

problème  se  trouve  donc  entièrement  résolu. 

t.  Remarques.  —  Représentation  de  la  variable  auxi- 
I  u.  —  La  quantité  u  que  nous  avons  employée  comme 
ble  auxiliaire  et  qui  a  reçu  le  nom  d'anomalie  excentrique, 
isceptible,  dans  le  cas  d'une  orbite  elliptique,  d'une  repré- 
tion  géométrique  très  simple. 

Décrivons  un  cercle  sur  le  grand 
axe  de  l'ellipse  comme  diamètre.  Au 
point  m  de  la  conique  correspondra 
sur  le  cercle  un  point  M  de  même  abs- 
cisse et  l'angle  MOA  sera  précisé- 
ment égal  à  l'anomalie  excentrique, 
effet,  l'équation  de  la  conique  donne,  en  désignant  par  p 
aramètre, 


1  -t-ecoa  «' 
re  part,  en  projetant  sur  le  grand  axe  OÂ  le  contour  OFmM, 
OH  ces  HOA  =  OF  +  Fm  cos  i, 
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c'est-à-dire 

a  cos  MOA  =:c  +  r  cos  a. 

Or,  l'équation  (12)  donne 


r  cos  tt  =  *^       1 
e 


donc 


a  cos  MOA  = ^ • 

e 


Mais 


ce  +  p=ia, 


donc  enfin 


aecosMOA  =  a — r, 


et 


r  =  a  (1  — ecosMOA); 


relation    qui]  [démontre  bien   l'identité   de  l'angle  MOA  avec 
l'angle  u. 

Influence  des  conditions  initiales.  •—  Diaprés  les  relations 
établies  entre  les  constantes,  on  vérifie  aisément  que 


=\/'-?' 


Bailleurs, 


^0 


On  voit  donc  que  e  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité, 


2u. 
selon  que  A  ou  i;î sera  positif  ou  négatif, 

^0 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 

Si  cj -<0    l'orbite  est  elliptique, 

Si  v] ^  >  0  id.        hyperboliqae, 

Si  v',  —  -;^  =  0  iA.        parabolique. 


On  reconnatt  ainsi  que  la  na- 
ture de  l'orbite  est  indépen- 
dante de  la  direction  de  la  vitesse 
initiale,  c'est-à-dire  de  l'angle  9 
qu'elle  fait  avec  le  rayon  vec- 
teur r,. 


1 .  AppllfMtt^oiui  astronomlqaefl  de  ce  ppoblème-— 

}  avons  vu  en  Cinématique  que,  d'après  les  observatioos 
)nomiques  résumées  sous  forme  de  lois  par  Kepler,  le  mou- 
Bnt  des  planètes  autour  du  soleil  pouvait  être  assimilé  à 
i  d'un  point  matériel  dont  l'accélération  serait  à  chaque 
mt  dirigée  vers  le  soleil  et  inversement  proportionnelle  au 
é  de  sa  distance  à,  cet  astre.  Le  mouvement  d'un  pareil  poiut 
précisément  celui  que  nous  venons  d'étudier,  puisque, 
rès  la  proportionnalité  des  forces  aux  accélérations,  la  force 
{uelle  nous  avons  soumis  notre  point  mobile  népond  exacte- 
t  àla  loi  d'accélération  observée  par  Kepler.  Mais  la  solution 
iquelle  nous  sommes  arrivés  est,  comme  ou  voit,  plus 
Srale  et  renferme  le  cas  des  orbites  elliptiques  comme  un 
particulier. 

3.  c)  Hoavensent  plan  d*an  point  soua  l*actloB 
ne  force  fonetton  géométrique  da  rayon  veetenr. 

lans  le  cas  d'un  mouvement  plan,  si  la  force  est  une  fonc- 
géométrique  f  (u}  du  rayon  vecteur  u,  la  relation  fonda- 
taie 


*•  ■! 
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qui  sert  de  définition  même  à  la  force,  devient  : 

(0  "^^  =  ?(^)> 

et  la  solution  du  problème  est  renfermée  dans  cette  équation 
unique  qui  équivaut  aux  deux  équations  différentielles  algé- 
briques : 

d*x     « 

On  intégrera  l'équation  (1)  comme  une  équation  algébrique,  et 
le  résultat  sera  celui  qu'on  aurait  trouvé  pour  le  mouvement 
rectiligne  défini  par  : 

• 

à  la  condition  de  substituer  dans  ce  résultat  le  rayon  géomé- 
trique u  à  la  quantité  algébrique  x. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  F  est  proportionnel  à  tt  et 
représentons  par  mK'u  cette  force,  K  désignant  une  constante 
algébrique  ou  géométrique.  En  appliquant  le  calcul  du  para- 
graphe T5  et  en  supposant  une  vitesse  initiale  V^,  nous  trouve- 
rons :  • 

li  =  Cl  CCS  (Kt  +  Cj), 
=  Cf  ces  Cj  ces  Kt  —  Cl  sin  Cg  sin  Kf, 

ou  en  désignant  par  A  et  B  les  constantes  géométriques 
G^  cos  C,  et  —  C,  sin  C,  : 

(2)  u  =  Â  cos  Kt  +  B  sin  K(. 

Les  conditions  initiales  de  situation  et  de  vitesse  déter- 
minent A  et  B  ;  on  trouve  : 


0> 


Â  =  u, 
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et  réquation  (2),  où  Ton  porte  ces  valeurs,  devient  : 

(20  «  =  «0  cos  K«  +  ^  sin  Kt. 

Si  Ton  attribue  au  coefficient  K  une  valeur  algébrique  (ce  qui 
revient  à  supposer  que  la  force  a  la  direction  même  du  rayon 
vecteur,  au  lieu  de  faire  avec  lui  un  angle  constant),  il  est  facile 
de  reconnaître  que  cette  trajectoire  est  une  ellipse   dont  les 

V 

grandeurs  géométriques  u^  et  ~  sont  deux  diamètres  conjugués 

en  grandeur  et  en  direction. 
Prenons  en  effet  les  directions  de  ces  deux  grandeurs  comme 

axes    coordonnés   obliques,  et  dési- 
gnons par  a  et  b  leurs  longueurs,  les 
coordonnées  Ç  et  yj  d'un  point  de  rayon  u 
appartenant  à  la  courbe  seront  : 
A    • 


£  =  acosK^         7)  =  &siaK<; 

éliminant  t  entre  ces  relations,  on 
trouve  l'équation  connue  de  l'ellipse 
rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  : 

Une  remarque  importante,  et  que  nous  avons  déjà  faite  dans 
le  cas  du  mouvement  rectiligne  auquel  se  réduit  le  mouvement 
actuel  si  V^=0,  c'est  que  le  mouvement  est  périodique,  le 
mobile  repassant  par  les  mêmes  positions  et  les  mêmes  vitesses 
toutes  les  fois  que  Kt  augmente  d'un  nombre  quelconque  de  foisî:. 
La  durée  de  la  période  définie  par 

OU 

est  indépendante  de  la  position  et  de  la  vitesse  initiales. 
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On  peut  encore  observer  que  dans  le  cas  où  la  force  passe  par 
Torigine  des  rayons  vecteurs,  c'est-à-dire  lorsque  le  coefficient  K 
est  algébrique,  comme  nous  Tavons  supposé  en  dernier  lieu,  le 
résultat  auquel  nous  sommes  parvenus  peut  se  déduire  très 
simplement  du  principe  des  mouvements  projetés  (S  T3). 

Imaginons,  en  effet,  un  point  m  animé  d'un  mouvement  circu- 
laire uniforme  ;  dans  un  pareil  mou- 
vement, on  sait  que  Taccélération  est 
centripète  et  égale  à  w V  ;  la  force  ré- 
sultante produisant  ce  mouvement 
est  donc  une  force  m/*  de  grandeur 
constante  passant  par  le  centre  du 
cercle. 

Projetons  ce  mouvement  sur  un 
plan  quelconque,  la  circonférence 
trajectoire  se  projettera  suivant  une 
ellipse;  la  force  mf  aura  pour  pro- 
jection une  force  jjiç  dirigée  vers  le 

centre  de  l'ellipse  et  proportionnelle  au  demi-diamètre  (i)|jl,  et, 
d'après  le  principe  rappelé  plus  haut,  c'est  à  cette  force 
que  devra  être  attribué  le  mouvement  elliptique  du  point  jx; 
donc,  etc.-. 


Dans  l'hypothèse  où  le  coefficient  K  aurait  une  valeur  géomé- 
trique, c'est-à-dire  où  la  force  ferait  un  angle  constant  avec  le 
rayon  vecteur  auquel  elle  est  proportionnelle,  la  trajectoire  serait 
d'une  nature  beaucoup  moins  simple,  mais  l'équation  (2^)  en 
fournirait  encore  l'équation . 


83.  Ckmdltioii  des  orbites  fermées  s  problème  de 
M.  jr.  Bertrand.  —  Aux  problèmes  que  nous  venons  de  traiter 
se  rattache  la  question  suivante,  qui  présente  au  point  de  vue 
astronomique  un  intérêt  considérable. 

Trowoer  les  lois  d'attraction  qui  imposent  des  trajectoires 
fermées  a/ax  mobiles  soumis  à  Vinfluence  d*ime  force  cerir- 
traie. 
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M.  Bertrand  a  résolu  cette  question  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  sciences,  20  octobre  1873);  mais  nous  ne  pouvons  repro- 
duire ici  l'analyse  ingénieuse  qui  l'a  conduit  à  la  solution.  Nous 
noua  bornerons  à  énoncer  les  résultats  auxquels  il  est  par- 
venu. 

Les  deus  lois  ,par  lesquelles  la  force  est  supposée  pro- 
portionnelle à  la  distance  r  ou  à  l'inrerse  de  son  carré  sont 
les  seules  qui  imposent  à  la  trajectoire,  supposée  comprise 
entre  deux  cercles  concentriques,  la  condition  de  se  fer- 
mer après  un  nombre  entier  de  révolutions  autour  du  centre 
d'attraction.  Nous  avons  reconnu  d'ailleurs  que,  dans  ces 
deux  cas,  la  trajectoire  est  une  ellipse,  c'est-à-dire  une  courbe 
fermée. 

Ainsi,  parmi  les  lois  d'attraction  qui  supposent  l'action  nulle 

à.  une  distance  infinie,  celle  de  la  nature  (  ç  (r)  =  -j  j  est  la  seule 

pour  laquelle  un  mobile,  lancé  arbitrairement  avec  une  vitesse 
inférieure  à  une  certaine  limite  et  attiré  vers  un  centre  fixe, 
décrit  nécessairement  autour  de  ce  centre  une  courbe  fermée  : 
toutes  les  lois  d'attraction  permettent  les  orbites  fermées,  mais 
la  loi  de  la  nature  est  la  seule  qui  les  impose. 

*  S4.c^Moaveineot  plan  d*aii  point  pesant  «laïuiiiD 
milieu  résistant.  —  Dans  certains  cas,  au  lieu  d'employer  les 
coordonnées  ordinaires,  on  peut  se  servir  avec  avantage  des  com- 
posantes normales  et  tangentielles  des  forces  pour  arriver  directe- 
ment à  la  détermination  de  l'équation  de  courbure  de  la  trajec- 
toire. '  ,  ■ 

L'étude  du  mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résis- 
tant nous  fournira  l'exemple  d'une  solution  de  ce  genre. 

Reprenant  les  données  générales  du  S  70,  nous  supposerons 
que  le  point  mobile  soit  soumis,  en  dehors  de  la  pesanteur,  & 
une  force  résistante  dirigée  en  sens  inverse  de  sa  vitesse  v  et 
proportionnelle  au  carré  de  cette  vitesse;  nous  désignerons  par 
Xmti*  la  grandeur  de  cette  force. 

Le  mouvement  s'effectuera,  comme  dans  le  cas  où  la  pessn- 
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teur  agit  seule,  dans  le  plan  vertical  passant  par  la  vitesse  ini- 
tiale Y^y  et  à  un  instant  donné  du  mouvement  les  composantes 


tangentielle  et  nonnale  de  la  résultante  des  forces  auront  pour 
expressions  : 


(*) 


(2) 


-— .  =  —  g  sm  a  —  A  v>  • 
at 


—  =  —  g  CCS  a 

P 


Msds,  à  cause  àe  dt=—^lB,  première  de  ces  équations  peut 


s  écrire  : 


vdv  =  •—  g  sin  a  d«  —  Xu*d«, 


OU  bien  encore,  en  substituant  à  v*  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (2)  : 

•  vdv  =]—  g  (sin  ada — Xp  cos  a d«). 

D*autre  part,  Téquation  (2)  donne  par  différentiation  : 

vduss  — I  (cosadp — psinadaj  »  • 

ou,  en  remplaçant  pt2a  par  dsj 


vdv  ==  —  I  (cos  «dp—  sin  adsX 
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18  deux  valeurs  de  vdv  et  supprimant  le  facteur  com- 
itient  la  relation  : 

cos  adp  +  3siaad«  +  Z  Xpcosads  =  0, 

irire  en  divisant  tons  ses  termes  par  pcosa  et  rem- 
le  second  ds  par  pda  : 

^  — 3lgad«  +  2Xds  =  0. 


I  forme  l'équation  (3]  est  immédiatement  întégrable, 
oier  membre  est  la  somme  de  trois  différentielles,  ei 
)  cette  intégration  : 

log.  nép.  p  +  3  log.  oép.  cos  «  +  2X«  +  c  =  0 


1  diflérentielle  de  courbure  de  la  trajectoire  (*). 
nir  l'équation  de  courbure  elle-même,  il  suffit  de 
ds 

.riables;  on  trouve  ainsi  ; 


par  K  une  nouvelle  constante, 
constantes  c  et  K  so  calculeront  en  appliquant 
i(4)  et  (5)  aux  conditions  initiales  du  problème,  c'est- 


quen  que  si  X  =  0,  cette  éqnalioD  se  réduit  bien  à  celle  de  b 


nr  -^  r 
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à-dire  en  y  remplaçant  s  par  zéro,  a  par  a^,  direction  de  la  vitesse 
initiale,  et  p  par  la  valeur  p^,  que  fournit  l'équation  (2)  : 


Po  =  — 


i7  cos  «0 

Enfin,  pour  achever  de  déterminer  le  mouvement  du  point  sur  sa 
trajectoire,  on  pourra  tirer  rf^  de  l'équation  (2),  en  y  remplaçant  v* 

par  ^  ^  ;  on  trouve  ainsi  : 

g  ces  a 

et  en  substituant  à  p,  dans  cette  relation,  sa  valeur  fournie  par 
l'équation  (4)  : 


e  

^  ces* a  cô5 


"■»[ii^->°«-*p-«(H)]*'' 


on  obtient   une  relation  différentielle  entre  t  et  a,  qui  fourni- 
rait t  en  fonction  de  a  par  une  quadrature. 

On  peut  encore  remarquer  qu'en  mettant  à  la  place  de  p  dans 
l'équation  (4)  sa  valeur 


Î5« 


^  g  008  a 

tirée  de  l'équation  (2),  l'expression  ainsi  obtenue 

tj*cos*«  =  —  ge  ^' 

qui  donne  en  fonction  de  l'arc  parcouru  s  la  projection  horizon - 


(*)  La  constante  c  doit  recevoir  des  valeurs  géométriques  qui  expliquent 
Tégalité  entre  le  premier  membre  essentiellement  positif  de  cette  équation 
et  le  second  membre  affecté  du  signe  — • 
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On  peut  remarquer  que  la  valeur  de  u.est  formée  par  deux 
composantes  : 


L'une,  —  (l  —  e       )  parallèle  à  la  vitesse  initiale  Vq^ 
L'autre,  —  f  ['  —  T  (*  —  «~  ^01  parallèle  à  la  verticale  OZ. 

On  est  naturellement  conduit  par  cette  remarque  à  rapporter 
la  trajectoire  pour  plus  de  simplicité  à  deux  axes,  OX'  et  OZ, 
parallèles  à  ces  deux 
directions.  En  désignant  Z 
par  v^  la  grandeur  de  la 
vitesse  initiale,  la  posi- 
tion du  point  mobile  se 
trouve  alors  définie  par 
les  coordonnées  : 

et  l'élimination  de  t  entre 
ces  deux  relations  fournirait  Téquation  de  la  trajectoire.  Il  est 
intéressant  d'observer  que  cette  équation  sera  la  même,  quelle 
que  soit  la  direction  de  la  vitesse  initiale.  Cette  propriété  remar- 
quable de  la  trajectoire  a  été  signalée  par  M.  le  colonel  Astier. 
Enfin,  écrivant  la  valeur  de  u  : 


git 


«=(^-+!^)(-«-'0-^ 


on  voit  que  si,  conservant  toujours  la  verticale  pour  axe  des  z, 
on  prend  pour  axe  des  x  la  direction  OX"  définie  par  la  grandeur 
géométrique 


V.  .  gi 
T  +  3?-' 


11 
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nëgative  : 


obile  par  rapport  à  ce  nouvel  axe  OX",  ira  en  croîs- 
*tioDDelleiDeQt  au  temps. 


.  REPOS  OU  MOUVEMENT  D'UN  POINT  MATÉRIEL 
QUI  N'EST  PAS  LIBRE 

)ii  dit  qu'un  point  matériel  n'est  pas  libre  lorsqu'en 
forces  connues  qui  agissent  sur  lui  il  est  soumis 

s  forces  inconnues,  à  la  connaissance  desquelles  on 
certaines  conditions  imposées  au  mouvement.  Ce!: 

onsistent  par  exemple  dans  l'obligation  de  décrire 

ire  donnée  ou  de  rester  sur  une  surface. 

î  bornerons  à  l'étude  de  ces  deux  cas  spéciaux  : 

in*  assujetti  à  décrire  une  trajectoire  donnée. 


p(3c,  y,  r}  =  0, 
^(x,  y,  z|  =  0, 

S  de  la  trajectoire; 

\  projections  sur  les  trois  axes  de  la  résultante  F  da 

es. 

i  inconnues  pourront  être  également  remplacées  par 

ite  inconnue  unique  R,  qu'on  appelle  réaction  delà 

I  désignerons  par  R„  R,,  R,  les  trois  composantes 

tiOQ,  suivant  les  axes. 

ons  du  mouvement  seront  alors  : 
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Elles  fournissent  'avec  les  deux  équations  (1)  un  système  de 
cinq  équations  où  entrent,  avec  x^  y,  z  et  ty  les  trois  compo- 
santes inconnues  R„  R^,  R,  de  la  réaction  R.  En  éliminant  ces 
trois  dernières  inconnues,  il  ne  resterait  que  deux  équations 
entre  a?,  y,  5  et  i  :  il  y  a  donc  indétermination  en  général,  c'est- 
à-dire  qu'une  infinité  de  réactions  différentes  peuvent,  en  s'ajou- 
tant  aux  forces  connues,  produire  le  mouvement  voulu. 

Pour  résoudre  complètement  la  question,  il  faut  se  donner 
une  condition  de  plus.  C'est  ce  que  l'on  fait  en  supposant  que  la 
réaction  est  normale  à  la  trajectoire  ;  on  est  conduit  ainsi  à  la 
nouvelle  condition  : 

i3)  Rx  dx  +  Rydy  +  R,  dz  =  0. 

La  solution  complète  est  alors  renfermée  dans  les  équations 
(i)  (2)  et  (3).  Mais  on  peut  y  arriver  plus  simplement  par  l'emploi 
du  théorème  des  forces  vives  ou  du  théorème  des  quantités  de 
mouvement  projetées  sur  la  tangente. 

En  effet,  la  trajectoire  étant  connue,  on  n'a  plus  qu'à  chercher 
la  loi  du  mouvement  sur  cette  trajectoire.  Appliquant  l'un  des 
deux  théorèmes  ci-dessus  mentionnés,  on  élimine  immédiate- 
ment la  réaction  inconnue,  puisqu'elle  est  supposée  normale  à  la 
trajectoire.  On  a  donc  par  le  théorème  des  quantités  de  mou- 
vement, en  désignant  par  /J  la  composante  tangentielle  de  la 
résultante  des  forces  connues  : 


mv 


—  mro=    /    ftdt. 


m 

et  par  le  théorème  des  forces  vives  : 


î^mu*  — muA=   1    Ud8=  j     Txdjc  +  Ydt/ +  ZdzV 

Supposons  l'une  de  ces  deux  équations  intégrée,  on  obtiendra 
ainsi  une  expression  de  t;  de  la  forme 

t?  =s  ^  (x,  y,  z,.  0, 
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ds  =  *  (x 

S  équations  de  la  traject 
l'on  peut  en  déduire  dx, 
.ituant  alors  dans  l'équs 
de  la  forme 

n(r)dî  = 

1  tirera  l'expression  de  z 
m  complète  de  la  questi 

le  cas  particulier  où  ( 
exacte   d'une  fonction 
de  niveau  est  applicabl 
?i  la  réaction  n'existait 

>)■ 

Application  au  mou 
ttl  &  parcourir   un* 


3int  pesant  reprendra  d 
1  traversera  un  même  pi 
vitesse  sera  d'ailleurs  ; 


lant  h  la  hauteur  de  chut 
RS  à  l'examen  de  quelqu 


>  '  . 
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a)  Mouvement  reetiligne.  —  Supposons  en  premier  lieu 
que  la  trajectoire  obligée    soit   une 
droite  AB  faisant  un  angle  ç  avec  la  .  jJS' 

direction  verticale  de  la  force.  Soit  s 
le  chemin  AM  parcouru  à  partir  de  la 
position  initiale  A  où  le  point  était 
au  repos.  Ce  chemin  est  lié  à  la  hau- 
teur de  chute  par 

8  cos  ?  =  /i, 
et  Féquation  des  forces  vives 


tj*  =  2  g/i 


devient 


(S)*  =  ^^'^^^?' 


doù 


et  en  intégrant  : 


1 

«"''  da  =  v/s  g  cos  9  dt. 


s'  =  )Ji^t. 


car  la  constante  d'intégration  est  nulle,  si  Ton  compte  le  temps 
à  partir  de  Tinstant  où  le  point  mobile  part  de  A. 

Elevons  en  A  une  perpendiculaire  à  AB  et  soit  N  sa  rencontre 
avec  la  verticale  du  point  M.  On  a  : 


cos  9 


et  réquation  précédente  peut  s'écrire  : 


y/iM=.. 


166 
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Ainsi,  quelle  que  soit  Tinclinaison   ç,   le  temps   écoulé  est 
proportionnel  à  la  racine  carrée  de  la  grandeur  MN,  construite 

ainsi  que  nous  venons  de  le  dire. 
Il  en  résulte  que,  si  Ton  con- 
sidère différentes  droites  AM,  A'M, 
A"M,  etc.,  formant  les  cordes 
d'une  circonférence  décrite  sur  MN 
comme  diamètre,  des  points  mo- 
biles pesants,  partant  des  positions 
A,  A',  A"...  sans  vitesses  initiales, 
mettront  le  même  temps  à  par- 
courir toutes  ces  cordes,  la  rapi- 
dité plus  ou  moins  grande  de  leur 
mouvement  compensant  exactement  les  différences  des  lon- 
gueurs parcourues. 


b)  Mouvement  clrciilatre  dans  un  plan  ver- 
tical. -—  Prenons  actuellement  comme  trajectoire  obligée  un 
cercle  situé  dans  un  plan  vertical. 

Soient  0  le  centre  du  cercle,  r  son  rayon,  m  la  position  occupée 

par  le  point  mobile  à  l'époque  t  de  son 
mouvement,  ô  Tangle  que  fait  le  rayon 
Om  avec  la  verticale  Oa,  0  étant  compté 
positivement  dans  le  sens  de  la  flèche. 
Les  deux  forces  qui  déterminent  le 
mouvement  sont  la  pesanteur  mg  et  la 
réaction  supposée  normale  au  cercle. 
Ecrivons  que  la  composante  tangentielle 

d'V 
m  -r  de  la  résultante  des  forces  se  ré- 
at 

duit  dans  le  cas  actuel  à  la  projection 

de  mg  de  la  tangente  ;  nous  aurons  ainsi 

la  relation  : 


m-Tr-  =  —  mg  siti  0, 
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on  à  cause  de  : 

de 
^  =  ^di' 

.1)  -   5ir  =  -smO; 

cette  équation,  qui  détermine  6  en  fonction  de  «,  est  l'équation 
différentielle  du  mouvement  étudié. 
Une  première  intégration  de  l'équation  (1)  s'efifectue  sans  difïi- 

culte,  en  multipliant  par  -r-  ses  deux  membres.  On  trouve  : 


|2i 


fg[{^y-{Ty^=''''-'^''- 


\  désignant  la  grandeur  initiale  de  Técart  angulaire  ©*  (  37  )   "^ 

vitesse  angulaire  correspondante  (*). 

Sans  pousser  plus  loin  les  calculs,  l'inspection  des  équa- 
tions (1  )  et  (2)  suffit  déjà  pour  se  rendre  compte  des  principales 
circonstances  du  mouvement  qui  doit  se  produire. 

Il  est  évident  d'abord,  d'après  la  propriété  des  surfaces  de 
niveau,  que  le  point  m  reprendra  la  même  vitesse  toutes  les  fois 
qu'il  passera  par  un  même  point  du  cercle  ou  par  un  point  symé- 
trique du  premier  par  rapport  au  diamètre  vertical  aa\ 


vj 


Construisons  la  hauteur  de  chute  ^  correspondant  à  la  vitesse 

initiale  1;^  et  traçons  une  horizontale  en  portant  cette  hauteur 
au-dessus  de  la  position  initiale. 

Trois  cas  peuvent  alors  se  présenter,  selon  que  l'horizontale 
rencontrera  la  circonférence,  passera  au-dessus  d'elle  ou  lui 
sera  tangente. 

Dans  le  premier  cas,  si  nous  désignons  par  jx^  et  ja^  les  points 


(*)  L'équation  (2)  résulte   d'ailleurs  immédiatement  de  TappIicatioD  du 
théorème  des  forées  vives. 
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orlzoDtale  HH  avec  le  cercle,  tout  se  passera 

nobile  était  parti  de  la  position  jx,  avec  une 

.  Sa  vitesse  ira  en  croissant  jusqu'au  moment 
le  point  le  plus  bas  de  sa  trajectoire  :  elle 

1  reprenant  les  mêmes  râleurs  lorsque  le 
point  passera  par  les  po- 

j^      sitions   symétriques   par 

rapport  à  la  verticale  de 
celles  qu'il  a  déjà  tra- 
versées :  enfin  elle  s'an- 
nulera pour  la  positioD 
[*,.  A  partir  de  cette  po- 
sition le  mouvement  se 
reproduira  identique  à 
lui-même,  mais  en  sens 
inverse  de  jXj  en  (*,  et 
ainsi  de  suite. 

)int  mobile  exécutera  une  série  d'oscillations 
de  la  verticale  aa'  :  dans  ce  cas,  le  mouve- 

itoire.  L'angle  y-fi^,  compté  dans  le  sens  de 

mplitude  des  oscillations. 


)ccupe  une  position  telle  que  H'H'  et  passe 
e,  la  vitesse  du  point  mobile  ne  s'annulera 
îment  de  rotation  se  continuera  indéfiniment 
autour  du  centre  :  il  est  dit  alors  révohilif. 

B  oti  l'horizontale  est  la  tangente  H"H''  au 
obile  devrait  rester  au  repos  au  point  de 
ait  atteindre  cette  position.  Mais  nous  recon- 
ju'eu  réalité  il  se  rapproche  indéfiniment  de 
iiilibre  sans  jamais  pouvoir  l'atteindre. 


tlon  de  l'équation  du  mouvemeiit  clr- 

Qona  actuellement  l'équation  (2)  et  cherchons 
itégration.  Pour  simplifier  le  calcul,  nous 


1 


T    •  *  • 
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introduirons  à  la  place  des  premières  données  une  constante 
nouvelle,  la  hauteur  h  de  l'horizontale  HH  au-dessus  du  point  a. 
Cette  hauteur  s'exprime  facilement  en  fonction  de  v^  et  de  6^,.  En 
effet,  la  vitesse  v  au  point  a  est  donnée  par  la  relation  : 

t>*  — vj=2gr(l— cosOo), 
et  elle  est  égale  d'autre  part  à  : 

On  a  donc  : 

L'équation  (2)  où  l'on  porte  la  valeur  de  s-  (  -37  )   fournie 
par  cette  relation  devient  : 


dtj        r  r  2 


j^/dO\«      h 


et  l'on  en  tire  : 


di-    <" 


V?VE^ 


•  .6 


d'où: 


(3}  t=     ■        ■  '^^ 


les  temps  étant  comptés  positivement,  le  signe  —  doit  être  écarté 
devant  le  radical  pour  la  première  période  du  mouvement  où  d  0 
est  positif. 

Traitons  d'abord  le  cas  du  mouvement  oscillatoire.  Dans  ce  cas 
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t  ~-  est  inférieur  à  l'unité.  Posons 
2r 

A-K* 

0 

oduction  de  cette  constante  et  de  cette  variiible  noa- 
txpression  générale  de  (  devient  : 


'  Vsji'l-K'sin*?' 


•  de  (  se  trouve  ainsi  exprimée  par  l'intégrale  elliptique 
ère  espèce  que  nous  avons  désignée  par  F  (ç)  dans  le 
Inalijse  (S  243). 
compte  les  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  point 
isse  en  a,  l'intégrale  devra  avoir  zéro  pour  limite  infé- 
t  si  l'on  veut  calculer  le  temps  employé  pour  la  demi- 

n  de  a  en  |x,,  on  devra  intégrer  jusqu'à  s,  puisque  la 

pi,  correspond  à  un  angle  9,  tel  que  : 


«0,)  =  2r8in'- 


"°  2       V  S 


«n  ç,  =  1    et     »,  =  j- 
ée  de  l'oscillatioD  entière  sera  doDC  ; 


*• — . 
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La  valeur  de  Vintégrale  elliptique  complète  qui  figure  dans 
cette  expression  peut  s'obtenir  au  moyen  d'un  développement  en 
série.  En  effet  K  étant  inférieur  à  Tunité,  il  en  est  de  même 

a  fortiori  du  produit  K*  sin*  9,  et  l'expression  (1  — K'  sin*  ç)"»  peut 
être  développée  en  série  par  la  formule  du  binôme  qui  donne  : 

(l-K«sin«9)'"*^  =  l-  ^-l^K«sin»9+  ^—IZA-J ^  K*  sin*  ? 


_  (-HH-iHz!) 


1.2.3 


K*  sin*  9  4- 


=  l  +  iK«sin«9  +  5^K*8in*?  +  y^R«sm«?  + 


Par  suite  : 


1.3.8    C^  .  . 

2X6  /  "" 


+  2T-ë    /    8in«9d?  + 


•  _  _  __ 

Mais,  d'après  un  résultat  obtenu  en  Analyse  (§  2S9),  on  a 
généralement  : 


K 


•  ..    j        1.3.5...  (2n  — 1)  « 


En  appliquant  cette  formule  à  l'évaluation  des  intégrales  précé- 
dentes et  calculant  directement  la  première,  on  trouve  : 
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Examinons   actuellement    le   cas    da    mouvement  révolutif. 

2r 
Désignons  par  K'  le  rapport  -r-  qui,  dans  ce  cas,  est  inférieur  à 

l'unité.  L'équation  (3)  s'écrira  : 

'=l\/|/v.-";sin.|' 

ou.en posant  g  =  ?: 

On  retrouve  encore  pour  l'expression  de  (  la  fonction  elliptique 
de  première  espèce.  La  durée  de  la  demi-révolution  s'obtiendra 

en  intégrant  de  6  =  0  à  6  =  x,  c'est-à-dire  de<p  =  0à?=5,et 

celle  de  la  révolution  eatière  sera  par  c 


ôT      i  =  K..y|[.  +  gK;  +  ^K:  +  l^|è|Kr+...]. 


occupe  la  position  H"H"  tangente  au  cercle,  l'équation  (3)  se 

réduit  à  : 


il' 


et  donne  par  une  intégration  facile  : 

t=\/  -  log.  nép.  tg  (— p-)  +  constanle. 
Si  l'on  veut  calculer  le  temps  T  nécessaire  pour  parcourir  la 
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aa',  on  doit  prendre  l'expression  précédente 
t  ic  et  l'on  trouve  pour  T  une  valeur  infinie. 
que  le  point  mobile,  comme  nous  l'avions 
s  indéfiniment  du  point  a'  sans  jamais  l'at- 


mesare  da  temps.  —  On  réalise  dans  la 
iut  que  nous  venons  d'étudier  en  suspendant 
it  fixe  une  bille  pesante  de  faible  diamètre, 

elle-même  après  l'avoir  d'abord  tenue  au 
s  en  effet  dans  la  suite  que  l'attraction  ter- 
limilëe  dans  ce  cas  à  une  force  de  direction 

mobile  à  un  simple  point  matériel.  On  admet 

ion  du  fil  joue  le  même  rôle  que  la  réaction 

irécédente. 

le  pendule,  et  la  loi  de  l'isochronisme  des 

s'applique  au  phénomène  physique  que  l'on 

strictions  énoncées  au  paragraphe  56. 

li  au  commencement  de  la  Dynamique  un 
uei  les  phénomènes  mécaniques  idéaus  doî- 
entiquement  à  des  époques  différentes,  si  la 

points  est  identique. 

incipe  dans  le  monde  matériel,  on  pourra  par 
!  d'un  phénomène  mécanique  identique  déter- 
temps  toujours  la  même,  qui,  choisie  pour 
e  à  la  mesure  d'une  durée  quelconque, 
irai  pour  cette  mesure  le  pendule,  parce  que 
ochronisme  (en  admettant  bien  entendu  que 
que  théorique  se  trouvent  vérifiées  dans  le 
I),  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  reproduire 
ne  écart  initial  pour  obtenir  des  oscillations 
ussi  parce  que,  d'après  la  loi  de  périodicité 
ulaire,  les  phénomènes  égaux  en  durée  se 
lêmes  dans  ce  mouvement  sans  qu'on  ait 
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Il  est  vrai  que,  dans  la  pratique,  la  résistance  de  lair  dont  on 
n'a  pas  tenu  compte  doit  jouer  un  certain  rôle.  Mais  cette  résis- 
tance est  faible  si  les  dimensions  du  corps  pesant  sont  faibles 
elles-mêmes  (*).  En  outre,  si  cette  résistance  a  pour  eflfet  de  dimi- 
nuer peu  à  peu  l'écart  initial,  cet  eflfet  ne  modifie  pas  la  durée 
des  oscillations,  et  le  retard  qu'elle  apporte  à  chaque  oscillation 
doit  être  sensiblement  le  même  pour  des  oscillations  peu 
différentes. 

Telles  sont  les  raisons  qui  ont  fait  choisir  le  pendule  pour  la 
mesure  pratique  du  temps.  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  la  des- 
cription des  dispositions  à  réaliser  pour  l'établissement  d'un  pen- 
dule. Nous  nous  bornerons  à  développer  à  propos  de  la  mesure 
du  temps  quelques  considérations  générales  sur  le  choix  des 
unités  fondamentales  adoptées  en  Mécanique. 

90.  OlMservations  générales  sur  les  unités  adop- 
tées en  Mécanique  t  eonilition  d'itomosénéité  des 
équations.  —  Une  grandeur  se  mesure  généralement  par  son 
rapport  à  une  grandeur  de  même  espèce  arbitrairement  choisie 
comme  unité. 

Les  équations  de  la  Mécanique  renferment  des  grandeurs  de 
trois  espèces  : 

I**  Des  longueurs,  des  surfaces,  des  volumes,  des  angles; 

2*  Des  temps,  des  vitesses  linéaires,  angulaires  et  aréolaires, 
des  accélérations  correspondant  à  ces  vitesses  ; 

3**  Des  masses,  des  forces  et  des  travaux. 

Les  quantités  de  la  première  espèce  sont  de  nature  purement 
géométrique  et  s'expriment  au  moyen  de  longueurs  ;  celles  de  se- 
conde espèce  sont  des  quantités  cinématiques,  exprimables  au 
moyen  de  longueurs  et  de  durées  ;  enfin  celles  de  troisième  espèce 
renferment  dans  leurs  expressions  des  longueurs,  des  durées  et 
des  masses.  Toutes  ces  quantités  peuvent  donc  se  rapporter  à 
trois  grandeurs  fondamentales  :  la  longueur,  la  durée  et  la  masse ^ 


(*)  On  ratténue  encore  en  donnant  au  corps  pesant  la  forme  d'une  lentille 
très  aplatie  dans  le  sens  du  mouvement. 
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Telle  est  la  condition  d'homogénéité  à  laquell 
équations  de  la  Mécanique  doivent  satisfaire. 

Cette  considération  permet  dans  certains  cas  d 
forme  des  équations  que  l'on  doit  obtenir.  Ainsi,  dfi 
pendule  que  nous  venons  d'étudier,  la  durée  de  l'c 
l'on  suppose  la  vitesse  initiale  nulle,  ne  dépend  évidei 
quatre  quantités  qui  sont  :  la  masse  m  du  point  m( 
lération  g  due  à  la  pesanteur,  la  longueur  r  du  fil 
tial  0,.  La  détermination  de  T  doit  donc  se  faire  au 
relation  telle  que 

/'(T,m,9,r,e,)  =  0, 

Haia  cette  relation  devant  satisfaire  à.  la  conditio 
néité  par  rapport  aux  longueurs  qui  n'entrent  que  d 
quantités  g  et  r,  si  on  l'écrit  sous  la  forme 

le  facteur  -  étant  indépendant  de  l'unité  de  longueu: 

plus  que  dans  g  (abstraction  faite  du  facteur  -),  c 

quantité  doit  disparaître  comme  facteur  commua  de 
qui  se  réduira  ainsi  à  : 

r(T,m,-,e,l  =  0. 
g    ' 

La  condition  d'homogénéité  par  rapport  aux  i 
d'autre  part  que  ta  variable  m,  qui  dépend  seule  i 
masse,  disparaisse  aussi  comme  facteur  commun. 

Enfin,  si  dans  la  relation  subsistante 

on  remplace -par -TwT*,  le  factenr -rju  étant  ind 
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'■  temps  qui  n'inÛue  plus,  abstraction  faite  de  ce  der- 
lur,  que  sur  la  aeule  quantité  T,  celle-ci  devra  dispa- 
on tour  et  il  restera  en  définitive 


f(^..'.)  =  o. 


|ui,  résolue  par  rapport  à  T,  donnera  pour  la  durée  de 
}n  une  expression  de  la  forme 

conforme    à    celui    que    nous    avons    précédemment 


usuelles  :  unités  G,  G,  S.  —  L'unité  de  longtteur  usuelle 
ire  :  c'est  la  longueur  à  la  température  de  la  glace  fon- 
mètre  étalon  en  platine  construit  par  Borda  et  déposé 
ives  nationales.  Cette  unité  choisie  par  la  Commission 
istituée  le  8  mai  1790  avait  été  déterminée,  d'après  des 
géodésiques  faites  par  Delambre  et  Méchain  à  cette 
omme  représentant  exactement  la  dix-millionième  par- 
irt  du  méridien  terrestre. 

Été  conservée  et  même  adoptée  depuis  lors  par  la  plu- 
nations  étrangères,  bien  que  d'après  des  mesures  plus 
les  évaluations  de  Delambre  et  Méchain  aient  dû  subir 
corrections. 

■  de  temps  généralement  usitée  est  la  seconde  :  c'est 
ile  l'oscillation  à  la  latitude  de  Paris  d'un  pendule  dont 
ur  est-égale  à  0°, 99390.  Cette  unité  a  été  choisie,  ainsi 
l'avons  déjà  fait  observer  {g  i),  parce  qu'elle  répond  à 
ion  exacte,  la  86.400*  partie,  du  jour  moyen  dont  la 
t  souvent  à  mesurer  le  temps  dans  les  calculs  astro^ 
.  Si  l'on  désigne  par  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur, 
de  g  qui  dépend,  comme  nous  l'avons  remarqué,  des 
1  longueur  et  de  temps  choisies,  sera   donnée  à  la 
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latitude  de  Paris  par  la  formule  du  pendule 


'Vl 


où  l'on  doit  remplacer  r  par  0,99390  et  T  par  l'unité. 
trouve  ïÙQsi  : 


If  ous  établirons  plus  loin  (§  i  04)  la  formule  qui  lie  entre  e 
les  valeurs  de  g  aux  différentes  latitudes. 

Pour  les  grandeurs  de  la  troisième  espèce  (masse,  force, 
vail),  on  a  pris  à  l'origine  la  force  comme  grandeur  fondan 
taie  et  Yunité  de  force  adoptée  a  été  le  kilogramme,  c'est-à- 
le  poids  à  Paris  d'un  étalon  déposé  aux  Archives  nationale 
représentant  &  peu  près  exactement  le  poids  d'un  litre  d'eau  p 
à  Paris  dans  le  vide  à  la  température  de  4'',1.  Mais,  ainsi 
nous  le  verrons  plus  loin,  le  poids  d'un  corps,  c'est-à-dir 
résultante  apparente  de  l'attraction  terrestre  sur  ce  ci 
entraîné  par  le  mouvement  de  la  Terre,  doit  varier  sensiblen 
suivant  le  point  du  globe  où  l'on  se  place;  et  par  conséquen 
l'on  veut  conserver  le  kilogramme  comme  unité  fondament 
on  se  trouve  dans  la  nécessité  d'avoir  un  étalon  différen 
chaque  point  de  la  Terre.  C'est  pour  éviter  cet  inconvénient 
l'Association  britannique  a  proposé  de  choisir  la  masse  cor 
grandeur  fondamentale,  et  de  traiter  la  force  comme  gran< 
dérivée.  La  masse  d'un  étalon  reste  en  effet  la  même  en  quel 
point  qu'on  le  place.  Dans  ce  système,  qu'on  désigne  sous  le  : 
de  CGS  {centimètre,  gramme,  seconde),  l'unité  de  longueuré 
le  centimètre  et  l'unité  de  temps  la  seconde,  l'unité  de  massf 
celle  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée  à  la  tempéra 
de  4'',1  :  on  lui  donne  le  nom  de  gramme-masse.  L'unité 
force  qui  en  résulte,  d'après  la  formule 

P=  mg, 
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le  poids  P  du  gramme-masse  divisé  par  l'accélération  g  due 
L  pesanteur  :  cette  unité  de  force  a  reçu  le  nom  de  dyne.  A 
is  l'accélératioiL  étant  égale  en  centimètres-secondes  à  980,9, 
1  poids  d'un  centimètre  cube  d'eau  distillée  étant  un  gramme. 
aleur  de  la  dyne  est  donc  : 

i  gramme 


un  peu  plus  d'un  milligramme. 

afin  l'imité  de  travail,  qui  a  reçu  le  nom  d'erg,  est  le  tra- 
de  l'unité  de  force  (dyne)  lorsque  son  point  d'application 
ourt  dans  la  direction  de  la  force  l'unité  de  longueur  (centi- 
■e). 

1  France,  l'emploi  rationnel  de  ces  nouvelles  unités  n'a  pa^^ 
re  prévalu,  et  l'on  conserve  en  générall'unité  de  force  comme 
i  fondamentale.  Dans  la  pratique,  on  ne  tient  pas  compte 
linajre  des  variations  de  la  pesanteur,  qui  pour  la  plupart 
applications  sont  sans  importance,  et  l'on  détermine  le  poids 
corps  par  la  balance,  c'est-à-dire  par  la  comparaison  avec 
loids  gradués  et  rapportés  eux-mêmes  à  l'étalon  des  Archives. 
loids  métrique  p^  d'un  corps  ainsi  mesuré  est  indépendant 
eu  où  l'on  opère  sa  détermination,  les  Tanations  de  la  pesas- 
se faisant  également  sentir  sur  le  corps  pesé  et  sur  les 
s  auxquels  on  le  compare  :  c'est  le  poids  réel  qu'aurait  à 
s  le  corps  considéré.  Il  est  donc  essentiel  de  distinguer  ce 
i  métrique  du  poids  théorique  p  auquel  il  est  lié  par  la 
ion 


représente  la  valeur  de  l'accélération  due  &  la  pesanteur  air 
I:  où  l'on  effectue  la  pesée. 

1 .  c)  Pendule  eyoloidal.  — Le  calcul  du  paragraphe  89 
ire  que  l'isocbronisme  des  oscillations  circulaires   n'est  pas 
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e  proposer  do  rechercher  la  courhe  ri- 
rons, c'est-à-dire  celle  pour  laquelle  les 

^actement  la  même  durée  quelle  qu'en  soit 

l'amplitude. 

On  s'assure  aisément  que  la  cyclolde  renversée  satisfait  à  cette 
condition.  Âppli- 
quoDseneffetdans 
le  cas  de  cette 
courhe  l'équation 
des  quantités  de 
mouvement  proje- 
tées sur  la  tan- 
gente ;  nous  au- 
rons, en  désignant 
par  «  l'angle  au 
centre  mcd  du 
cercle  générateur, 
et  en  nous  rappe- 
lant que  la  tangente  à  la  cyclolde  est  la  droite  me  qui  joint  li 
point  m  à  l'extrémité  du  diamètre  vertical  de  ce  cercle  : 


Or,  d'après  la  propriété  connue  de  la  développante  BÂ.', 

2  r  cos^  =  me  =  smn  = -arc  cycloldal  mB. 
Désignons  par  s  l'arc  cycloldal  mB,  l'équation  (1)  devient 


et  l'on  voit  que  le  mouvement  du  point  sur  la  cyclolde  est  exacte- 
ment assimilable  au  mouvement  rectiligne  du  paragraphe  75. 
Ce  mouvement  se  compose  donc  d'oscillations  rigoureusement 
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Tones  dont  la  durée 

[dépendante  de  la  position  initiale  m^. 

réalise  matériellemeiit  le  pendule  cycloldal  en  construisant 
arcs  rigides  de  cyclolde  OA,  OB,  et  en  suspendant  une  bille 
à  un  fîl  fixé  au  point  0  et  de 
longueur  égale  &  quatre  fois 
le  rayon  du  cercle  généra- 
teui-  de  la  cyclolde  AOB. 
Dans  le  mouvement,  le  fil 
s'enroule  sur  les  arcs  OA, 
OB,  et  oblige  la  bille  à  dé- 
crire une  développante  de 
la  cyclolde  rigide  qui  est 
précisément  une  cyclolde 
égale. 
tte  disposition  ingénieuse  imaginée  par  Huyghens  n'esl 
»  employée  dans  la  pratique,  tant  à  cause  des  difficultés  de 
;ruction  et  d'ajustement  des  arcs  cycloldaux  qu'en  raison 
adhérence  du  fil  contre  ces  arcs  :  ce  double  inconvénient 
lenserait,  et  au  delà,  l'exactitude  théorique  de  l'appareil. 

e  intégration  facile  permettrait  d'ailleurs  de  suivre  en  sens 
se  les  calculs  précédents  et  de  s'assurer  ainsi  que  la 
ïde  est  la  seule  courbe  jouissant  de  la  propriété  du  tauto- 
lisme. 

Z.  Cas  où-la  tn^ectolre  n'est  pa«  dlreetemeat 
nue  et  »e  trouve  déterminée  piu*  certnines  eondl- 

m.  —  Pour  compléter  cette  étude  du  mouvement  d'un  point 
ine  courbe,  nous  signalerons  ici  quelques  problèmes  spé- 
:  où,  la  trajectoire  n'étant  pas  directement  connue,  on  peut 
'  à  la  déterminer  par  certaines  conditions  imposées  à  la 
ion  supposée  normale  i.  cette  courbe. 
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La  méthode  précédemment  exposée  ne  s'applique  pas,  bien 
entendu,  dans  les  questions  de  ce  genre,  dont  la  solution  est  en 
général  fort  diMcile.  Nous  nous  bornerons  à  montrer  sur 
exemple  comment,  dans  quelques  cas  particuliers,  les  problèn 
de  cette  nature  peuvent  être  résolus. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  dans  un  plan  vertical 

trajectoire  obligée  d'un  point  pesant  par  cette  condition  que 

réaction  normale  à  adjoindre  à  la  pesanteur  ait  une  valeur  égt 

à  la  composante  normale  de  cette  force- 
Les  équations  du  mouvement  du  point  m  en  projection  sur 

tangente  et  la  normale  k  la  trajectoire 

sont  alors,  en  désignant  par  a  l'angle  que 

fait    avec    l'horizontale  la  tangente  à  la 

courbe, 

do 
m-^^=  —  mg  sin  a, 

m  -■  =  —  8  mg  cos  a  {'). 
P 

Ces  équations  peuvent  s'écrire  d'ailleurs  : 


"'=  —  Sgpcosa, 

et  l'on  voit  que  l'élimination  de  v  entre  ces  deux  relations  do 
conduire  à  une  liaison  entre  p  et  a  qui  sera  l'équation  différentiel] 
de  courbure  de  la  trajectoire  cherchée.  On  trouve  effectivemen 
en  différentiant  la  seconde  et  en  y  portant  la  valeur  de  vd 
tirée  de  la  première  ; 

cosadp  =  2psin<tc(<i, 


CI  Dans  le  cas  de  lafigure,  les  directions  posilivea  luivant  la  tangente  ■ 
la  normale  étant  mt  et  mn,  les  seconds  membres  doi»ent  être  éyideramei 
affectés  da  signe  —  et  la  dlacusssion  des  autres  cas  qui  peuvent  se  présent» 
ferait  voir  qu'on  est  toujours  ramené  à  la  même  détermination  de  siRoes 
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pour  que  le  point  mobile  se  transporte  do  a  en  b  dans  le  mo'~ 
de  temps  possible. 

Le  temps  employé  par  le  point  mobile  et  dont  il  faut  cbercl 
le  minimum  a  pour  expression  : 


Remarquons  d'abord  que  la  solution  doit  se  trouver  contei 
dans  le  plan  oa,  bb^  mené  par  ab  perpendiculatrement  au  plan 
En  eftet,  si  l'on  considère  une  trajectoire  a|jL&  menée  en  deb 
de  ce  plan,  en  faisant  décrire  à  a|x  un  cône  de  révolution  auti 
de  aa^  on  obtiendrait  dans  le  plan  aa^  bf^,  la  génératrice  am 
ce  cône,  et  la  ligne  brisée  amb  pour  laquelle  am= ai*  etTn6< 
serait  parcourue  dans  un  temps  moindre  que  a^ii,  ce  qui  mon 
que  a^  ne  saurait  satisfaire  à  la  condition  proposée. 

Cherchons  donc  la  solution  dans  le  plan  aa,  bb^  et  pour  c 


'-ife 


prenons  comme  variables  auxiliaires  les  angles  a  et  3  que  f 
respectivement  am  et  mb  avec  la  perpendiculaire  au  plan  P. 
Ces  deux  angles  sont  liés  par  la  relation 
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htga+htg^  =  d, 

^signant  par  A,  A  et  rf  les  distances  aa, ,  bb^  des  deux  points 
es  au  plan  P,  et  la  longueur  a^  £, . 

troduisons  les  variables  a  et  ^  dans  l'expression  du  temps 
oyë,  cette  expression  devient 


wcos«''"»'cosp' 

L  solution  du  problème  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  sa 
■entieile.  On  trouve  ainsi  : 


ailleurs,  la  diffërentiation  de  la  relation  (1)  donne  : 

COs'a  COS'p 

combinant  les    équations  (2)  et  (3)  on  obtient  la  pro- 


aractérise  la  position  de  amb,  satisfaisant  aux  condition'! 
■oblème. 

venons  actuellement    à    la    démonstration    du    théorème 

aé. 

aginons  la  série  des  surfaces  de  niveau   définies  par  les 

s  F  entre  le  point  m,  et  le  point  m,  et  soit  C  {m^  mm'm"m,} 

ijectoire  qui  répond  au  minimum  de  l'intégrale. 

tte  trajectoire  devra  satisfaire  évidemment  &  la  condition 


•  » 
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du  minimum  pour  chacune  de  ses  parties.  Si  l'on  considère  en 
particulier  l'arc  infinitésimal  mifnfmf'  correspondant  à  trois 
points  consécutifs  et  si,  laissant  les  points  m  et  m"  immobiles, 
on  attribue  au  point  m'  différentes  positions  sur  la  surface  de 
niveau  S' à  laquelle 
il  appartient,  celle 
qu'il  occupe  effecti- 
vement doit  rendre 
minimum  la  somme 
des  deux  éléments 
de  l'intégrale  four- 
nis par  les  deux 
éléments  mm'  et 
mm"  de  la  trajec- 
toire.     Désignons 

par  V  et  v-^-dv  les  deux  valeurs  que  prend  la  vitesse  lorsque 
le  point  traverse  les  surfaces  S  et  S'.  On  pourra  considérer  ces 
deux  vitesses  (en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur) comme  applicables  respectivement  aux  trajets  mm'  et 
ram".  Les  deux  éléments  correspondants  de  l'intégrale  ont 
alors  pour  expression 


m  v>,  mm'  +  m  (u  -f  dv)  w!  m,'\ 

et  conune  le  déplacement  du  point  m'  ne  modifie  ni  mv  ni 
m  (v-fdv),  on  se  trouve  dans  des  conditions  analogues  à  celles 
du  problème  préliminaire  :  le  minimum  exige  donc  que  le  plan 
m  m' m"  osculateur  à  la  trajectoire  contienne  la  normale  m' F  à 
la  surface  de  niveau  S',  et  qu'on  ait  en  outre 


(1) 


sma 


t?  +  du 


sin(a  +  d>)  V 


en  désignant  par  a  et  (a  +  dix)  les  angles  que  font  les  directions 
mm'  et  m'm"  avec  celle  de  la  normale  à  S'. 


On  peut  reconnaître  d'abord  par  la  relation  (1)  que  si  v  va  en 


.^--î»,' T^*V,  V      .      '•■^^^'r^^ 
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donc  coïncider  avec  celle  de  F,  qui  appartient  aussi  à  ce  plan, 
et  par  conséquent  la  réaction  R  normale  à  la  trajectoire,  qui 
s'ajoute  en  général  à  F  pour  former  *,  doit  être  nulle  dans  ce 
cas,  comme  nous  nous  proposions  de  le  faire  voir  (*) 

Le  théorème  de  la  moindre  action  peut  se  démontrer  égale- 
ment par  le  calcul  des  variations  :  nous  aurons  recours  à  cette 
démonstration  dans  le  cas  des  systèmes  de  points  matériels. 

L'intégrale  minimum  peut  s'écrire  encore  par  la  substitution 
de  vdt  à  ds 

J'unis 

Le  produit  mvds  ou  mv^dt  est  désigné  quelquefois  sous  le  nom 
de  quomtitë  d'action  du  point  mobile  ;  de  là  le  nom  du  théorème 
qu'on  vient  de  démontrer. 

941.  BraeliUitoclupone.  —  A  la  démonstration  précédente 
se  rattache  la  solution  d'un  problème  intéressant  qui  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Etant  donné  un  point  matériel  qui  se  déplace  entre  deux 
positions  m^  et  m,  soi^  V action  de  forces  F  déterminées  par  une 
fonction  des  forces  susceptible  d*v/ne  valeur  unique  en  chaque 
point  de  V espace^  on  oblige  ce  point  par  V adjonction  d*u/ne  réac- 
tion R  à  décrire  entre  m^  et  m,  une  trajectoire  donnée^  et  Von 
demande  quelle  doit  être  cette  trajectoire  pour  que  le  temps 
employé  par  le  point  mobile  pov/r  effectuer  le  parcours  m^  m,  soit 
aussi  petit  que  possible. 

Ce  problème  revient  à  chercher  le  minimum  de  l'intégrale 


ou 


(*)  En  eflet  cette  réaction  R  normale  k  la  trajectoire  ne  saurait  coïncider 
avec  F  en  direction. 


.  >f -«^ifc"- 
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)a  appliquant  à  sa  solutioB  un  raisonnement  calqué  sur  celui 
paragraptie  précèdent,  on  arrive  à  la  relation 


ne  diffère  de  celle  que  nous  avions  trouvée  que  par  le  renver- 
lent  du  rapport  figurant  dans  le  premier  membre.  Il  résulte 


ce  changement  que  pour  la  trajectoire  convenant  à  cette 
stion  nouvelle,  dm  est  positif  avec  dv,  contrairement  à  ce  qui 
,it  lieu  dans  le  cas  de  la  moindre  action.  Le  centre  de  cour- 
e  [il,  se  trouve  donc  sur  la  normale  principale  du  côté  de  la 
face  S.  Le  plan  osculateur  ^^m'm"  contient  d'ailleurs,  comme 
cédemment,  la  force  F,  et  par  suite  laréaction  R  est  dirigée 
fant  la  normale  principale  «î;*,. 
.a.  relation  (!'}  conduit  d'autre  part  aux  équations 
dv 


cot  a  d  »  =  +  — 
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cette  dernière  identique  à  Téquation  analogue  du  précédent 
paragraphe. 

La  résultante  générale  $,  qui  détermine  le  mouvement,  doit 
donc,  comme  dans  le  cas  précédent,  faire  Tangle  a  avec  la 
tangente  nfiirJ't  à  la  trajectoire,  mais  comme,  dans  le  cas  actuel, 
elle  se  trouve  située  dans  Tangle  ^^iv!m'\  au  lieu  de  coïncider 
avec  la  force  F,  elle  est  symétrique  de  cette  force  par  rapport  à 
la  tangente  m'm".  La  force  R  normale  à  la  trajectoire  et  qui, 
par  sa  composition  avec  F,  doit  donner  <&,  sera  donc  dirigée 
parallèlement  à  'm'^^  et  égale,  comme  on  le  voit  sur  la  figure, 
à  la  longueur  F<ï>,  c'est-à-dire  à  2  F  sîna. 

Cette  propriété  suffit  dans  bien  des  cas  pour  déterminer  la 
nature  de  la  courbe  cherchée,  qui  a  regu  le  nom  de  brachisto- 
chrone. 


05.  Application  au  cas  d^nit  point  pesant.  —  Si  les 

forces  F  se  réduisent  à  la  pesanteur,  c'est-à-dire  à  une  force 


verticale  mg  de  grandeur  constante,  les  surfaces  de  niveau  sont 
des  plans  horizontaux.  On  peut  remarquer  d'abord  que,  dans  ce 
cas,  la  brachistochrone  est  une  courbe  plane  contenue  dans  le 
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3  mais  indéterminée   en   direction*,    en 

désignant  par  h  la  hauteur  de  chute  ^  correspondant  à  cette 

vitesse,  réquation(a} 

deviendrait  / 


la  courbe  cherchée 
serait  donc  encore 
une  cycloïde,  mais 
la  droite  de  hase  de 
cette  cycloïde,  au 
lieu  d'être  l'horizon- 
tale m^X,  serait  une 
parallèle  m,  X,  à 
cette  horizontale 
menée  à  une  hauteur  A  au-dessus  de  m,  ;  le  mouvement  sur 
l'arc  de  cycloïde  m,  m,  s'efEectuerait  d'ailleurs  comme  si  le 
point  mobile  était  parti  d'un  point  de  m,  X,  sans  vitesse  initiale  {'). 
On  peut  remarquer  que  si  l'on  déterminait  la  direction  de  la 
vitesse  initiale  t-,,  de  manière  à  ce  que  le  point  m  soumis  aux 


O  11  est  facile  de  reconnaître  qu'une  cycloïde  eat  complètement  déterminée 
loraqu'on  conaalt  deux  de  ses  points  m,  m,  et  sa  droite  de  base  m^  Xg. 
Dans  le  cas  où  le  point  m  part 
de  m,  sans  vitesse,  ta  brachisto- 
cbrone  s'obtient  très  simple- 
ment en  coDstraisant  d'abord 
snr  m,  X,  et  a*ec  m,  comme 
point  de  rebroussement  une 
cjeiolds  anxUiûra,  quelcoit- 
qae  d'aillenrs,  m,  7  qnt  conpe 
la  corde  m,  m,  en  (i, 

La  cycloïde  cherchée  se  dé- 
duit de  cette  cycloïde  auxiliaire,   comme  courbe  homothétique,  avec  r 
comme  pAle  d'homothétie  et  — ^ — ^  comme  rapport. 
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9  actions  de  la  pesanteur  vienoe  passer  en  m,  dans  sa  chute 
lolique,  la  parabole  m  P,  ainsi  obtenue,  répondrait,  d'après 
éorème  de  la  moindre  action,  au  minimum  de  l'intégrale 

ds,  comme  la  cycloldemC  répond  au  minimum  du  temps!, 


B- 


■à-dire  de  l'i 

peut  observer  encore  que  d'après  les  démonstrations 
dentés,  la  trajectoire  de  la  moindre  action,  ainsi  qiie  li 
listochrone  ont  des  plans  osculateurs  qui  passent  par  la 
F,  et  qui  sont  normaux  par  conséquent  à  la  surface  de 
u  que  traverse  à  l'instant  considéré  le  point  mobile. 

Point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée. 
\.  Soient  : 

ition  de  la  surface  sur  laquelle  un  point  m  est  assujetti  à  se 

oir; 

Y,  Z  les  projections  suivant  les  axes  de  la  résultante  F  des 

I  connues. 

i  forces  inconnues  qu'il  faudra  adjoindre  à,  F  pour  obliger  le 

à  rester  sur  la  surface  auront  une  résultante  R  que  nous 

lerons  réaction  de  la  surface  et  dont  nous  désignerons  par 

„  R,  les  trois  composantes  suivant  les  axes. 

.  équations  du  mouvement  seront  donc  : 

„à*x_ 


a  donc  en  tout  quatre  équations  entre  les  sept  variables 
;,  R,,  R^,  R„  ett  et  le  problème  resterait  indéterminé,  c'est- 
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à-dire  qu'il  y  aurait  pour  la  réaction  une  infinité  de  grani 
admissibles,  si  l'on  ne  se  donnait  pas  deux  équations  nouv 
On  les  obtient  en  imposant  à  la  réaction  la  condition 
normale  à  la  surface  donTiée.  Cette  condition  s'exprime  p; 
équations 
n\  Rx   —    Rt    __    Ri 

Égalant  ces  trois  rapports  à 


V(i)"+(S)'+fê)* 

on  en  déduit  les  expressions  de  R„  R,,  R,  en  fonction  i 
X,  y,  s  et  ces  valeurs  portées  dans  les  relations  (3)  fourni 
avec  l'équation  de  la  surface  un  système  de  quatre  équj 
qui,  ne  renfermant  plus  que  R,  x,  y,  s  et  t,  permettent  d'i 
mer  en  fonction  du  temps  les  quatre  premières  de  ces  vari: 

L'application  des  théorèmes  des  forces  vives  ou  des  qua 
de  mouvement  projetées  sur  la  tangente  ne  pourrait  plus 
duire  comme  dans  le  cas  précédent  à  la  solution  immédia 
problème,  car  la  trajectoire  n'étant  pas  connue,  la  compc 
tangentielle  de  la  force  F  n'est  pas  a  priori  déterminée. 

Mais  les  observations  relatives  aux  surfaces  de  niveau 
encore  applicables. 

En  particulier,  si  la  force  F  est  nulle,  l'équation  des  : 
vives  montre  que  la  vitesse  est  constante  en  grandeu: 
réaction  qui  est  déjà  normale  à  la  trajectoire  par  cela 
qu'elle  est  normale  à  la  surface,  doit  être  dirigée  dans  c 
suivant  la  normale  principale  à  cette  trajectoire  et  sa  gra 

doit  être  égale  à 1  c'est-à-dire  qu'elle  varie  en  raison  in 

P 
du  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe.  Il  résulte  encore  de  1 
le  plan  oscnlateur  de  la  trajectoire  est  normal  à  la  surfa 
comme  cette  propriété  appartient  à  la  courbe  d'une  manier 
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Le  signe  —  dont  est  affecté  le  dernier 
par  une  discussion  à  faire  sur  la  &gure. 

Éliminant  R,,  R,,  R.  par  l'application  d( 
on  trouvera  : 


'"di*-     T      "'"• 

équations  qui,  jointes  &  celle  de  la  sphè: 
tement  la  solution  du  problème. 

Cette  solution,  qui  n'offre  plus  que  de 
exigerait  pour  être  exposée  ici  des  déveloi 
râbles  :  nous  nous  bornerons  &  donner 
approchée  de  la  question. 

9S.  Remarques  générales  s*«pi 
tiens  précédentes.  —  11  est  intéressan 

hj-pothèses  faites  sur  les  réactions  dans  li 
cédentes  reviennent  à  supposer  ces  réact 
possible. 
En  effet  supposons  d'abord  que  le  point  i 
La  réaction  inconnue  R  composée  ave 
forces  connues  constitue  la  force  totale  * 
ment  du  point  sur  sa  courbe  trajectoire  ou 
astreint  à  se  mouvoir.  Cette  force  *  est  pro] 
sait,  à  l'accélération  du  point.  D'autre  pa: 
repos,  son  premier  déplacement  élémenta 
vant  son  accélération,  donc  cette  accéléi 
force  ^)  doit  être  :  dans  le  premier  cas, 
trajectoire;  dans  le  second  cas,  tangente 
La  plus  petite  grandeur  géométrique  qui 
une  résultante  satisfaisant  et  ces  condition 
ment  :  dans  le  premier  cas  en  abaissant 
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îur  la  tangente  à  la  trajectoire;  dans  le  second 
:  de  l'extrémité  de  F  une  perpendiculaire  sur  le 
surface  donnée. 


-f 


tellement  que  le  point  ait  une  vitesse  initiale  i\. 

le  sera  plus  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 

elle  devra  être  située  dans  son  plan  osculateur 

et  sa  composante  nonnale 

à  la  trajectoire  sera  égale  à 

— =)  en  appelant  p  le  rayon 
P 
courbure  de  cette  courbe. 
Cette  composante  normale 
mn,  dans  le  cas  où  la  tra- 
jectoire est  connue,    peut 
être  immédiatement  cons- 
aité  de  la  résultante    *  sera  nécessairement 
située  sur  la  parallèle  nk  à  ml 
menée   par  n.   La  plus  petite 
des    grandeurs    géométriques 
qui,  ajoutées  à  F,  satisfont  à 
cette  condition,  est  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'extré- 
mité de  F  sur  nk,  et  l'on  voit 
que   cette    réaction    minimum 
est  normale  à  la  courbe  don- 
née. 

le  point  mobile  se  déplace  sur  une  surface,  il  est 
la  projection  n^  de  la  force  *  sur  la  nonnale 


M»"       •' 
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à  la  surface  est  égale  à  — 2,  r  désignant  le  rayon  de  courbure 

r 

de  la  section  normale  qui  passe  par  la  vitesse  initiale  mv^.  En 

effet,  cette  projection  doit  s'obtenir  en  projetant  sur  la  normale  à 

la  surface  la  composante  mn  ou  — -  dirigée  suivant  la  normale 

principale  à  la  trajectoire.  Désignant  par  6  l'angle  pmn  que  fait 
le  plan  osculateur  à  cette  trajectoire  avec  la  normale  à  la  surface, 
on  aura  : 

mp  =  — '  008  0, 

P 

c'est-à-dire  à  cause  du  théorème  de  Meusnier  qui  donne  p  =  r  cos  0 

—     mvl 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

La  surface  étant  connue  ainsi  que  la  vitesse  initiale  v^,  on  peut 
construire  mp  et  l'extrémité  de  la  résultante  $  sera  nécessaire- 
ment située  dans  le  plan  P  parallèle  au  plan  tangent  mené  par 
le  point  p.  La  plus  petite  des  grandeurs  géométriques  qui,  ajou- 
tées à  F,  satisfont  à  cette  condition,  est  évidemment  la  j)erpen- 
diculaire  abaissée  de  l'extrémité  de  F  sur  le  plan  P  et  l'on 
voit  que  cette  réaction  minimum  est  normale  à  la  surface 
donnée  (*). 

Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  à  propos  des  liaisons  appliquées 
aux  systèmes  matériels  en  général  (§  129). 

90.  €3aleiil  de  la  réaction.  —  Ces  observations  four- 
nissent le  moyen  de  calculer  simplement  et  directement  la  valeur 
de  la  réaction  dans  les  deux  cas  étudiés  : 


(*)  Cette  détermination  de  la  réaction  s'applique  évidemment  d'une 
manière  continue  à  toute  époque  du  mouvement  en  prenant,  au  lieu  de  la 
vitesse  initiale  v^^  la  valeur  de  v  correspondante. 


.  p 
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réaction  normale  à  la  courbe  ne  puisse  être  que  répulsive,  ou  en 
d*autres  termes  que  le  cercle  ne  retienne  pas  le  point  mobile, 
mais  Tempéche  seulement  de  péné- 
trer dans  son  intérieur  :  c'est  ce 
qu'on  réalisera  matériellement  par 
exemple  au  moyen  d'une  bille  rou- 
lant sur  un   cercle  plein  vertical. 

On  demande  à  quel  moment  de 
son  mouvement  la  bille  se  déta- 
chera du  cercle. 

On  donne  la  position  initiale  m^  et 
Ton  suppose  nulle  la  vitesse  initiale. 


Dans  le  cas  actuel,  la  trajectoire  est  plane  et  la  force  connue 
mg  est  située  dans  son  plan. 

En  appliquant  la  construction  précédente,  on  a  en  projection 
sur  le  rayon  Om  l'équation  algébrique  : 

_.      mu* 

R  = mg  cos  9, 

et  Ton  voit  que,  tant  que  le.  point  m  reste  voisin  de  son  point 
de  départ  m^  supposé  peu  éloigné  de  A,  la  hauteur  de  chute  étant 
faible,  la  vitesse  est  petite  et  la  valeur  de  R  négative,  c'est- 
à-dire  que  la  réaction  est  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  Om. 

A  mesure  que  v  augmente  et  que  cos  9  diminue,  R  va  en 
diminuant,  il  devient  nul  pour  la  valeur  particulière 


7  =  Sf  cos  <?i. 


Or  si  Aj  est  la  hauteur  de  chute  correspondante  : 

13]  =  2  sf/14  =  2  gr  (cos  90  —  cos  9j)  ; 
en  portant  cette  expression  dans  l'équation  précédente,  on  trouve 

3  cos  9i  =  2  cos  9o, 


DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


C08  ?!  =  5  COS  Oj, 

e  la  position  cherchée.  Lorsque  le  mobile 
les  conditions  du  mouvement  cessent  d'être 
s  détache  du  cercle,  et  tombe  suivant  la  loi 
iraboUque  des  points  pesants, 
lier  où  le  point  de  départ  serait  le  point  A 
se  détacherait  pour  l'angle  ç,  donné  par  la 


cosç,  = 


,  (■) 


apprc»ehée   pour    le    problème  du 

le*  —  Reprenons  la  figure  du  pendule  sphé- 
rique.  A  un  moment 
donné,  on  construit  la 
résultante  générale  m* 
comme  il  a  été  indiqué 
au  paragraphe  09. 

On  voit  que  cette  ré- 
sultante rencontre  cons- 
tamment le  diamètre 
vertical  OA.de  la  sphère, 
ce  qui  permet  d'abord 
,  d'appliquer  le  théorème 
des  aires  au  mouvement 
projeté  sur  le  plan  ho- 
rizontal. 

Ce  mouvement  s'effec- 
EOQS  l'action  de  la  force  i^^,  projection 


résenter  évidemment  que  comme  cas  limite,  soit 
jépart  infiniment  voisin  de  A,  soit  que,  parlant  exac- 
lint  mobile  s'y  trouve  animé  d'une  vitesse  initiale 


f 
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Pour  calculer  la  grandeur  de  cette  projection,  projetons  hori- 
zontalement le  contour  mp^  :  en  désignant  par  6  Tangle  en  0, 
nous  aurons 

ji(p  = sin  6  +  rngf  sin  6  cos  6. 

Or 

en  appelant  h  la  hauteur  de  chute,  égale  à 

r  (cos  8  —  cos  6j^), 

si  0^  est  Técart  initial. 
On  a  donc  enfin 

{i  9  =  3  mq  sin  8  cos  8  —  2  mg  sin  8  cos  8^. 

Supposons  maintenant  que  le  point  mobile  s*écarte  peu  de  la 
verticale,  les  cosinus  de  ^^  et  de  6  pourront  être  approximative- 
ment remplacés  par  l'unité,  et  le  mouvement  du  point  p.  pourra 
être  considéré  comme  produit  par  l'action  d'une  force  centrale 
égale  à  ing  sin.O,  c'est-à-dire  proportionnelle  à  (xo). 

Les  calculs  du  paragraphe  S2  sont  dès  lors  applicables  et 
donnent  pour  le  point  jjl  un  mouvement  elliptique  dont  la  révolu- 
tion complète*^  s'effectue,  autour  de  a>  comme  centre,  dans  un 

temps  «  i /-  indépendant  de  toutes  les   conditions  initiales. 

V  9 
Le  mouvement  du  point  m  se  déduit  immédiatement  de  celui  de 

sa  projection. 


MOUVEMENTS  RELATIFS 

102.  Forces  apparentes  t  équations  du  mouve- 
ment relatif  d'un  point.  —  Nous  avons  défini  le  mouve- 
ment relatif  en  Cinématique  et  nous  sommes  arrivés  à  recon- 
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Od  suppose  connues  les  forces  réelles  qui  agissent  sur  un 
point  matériel.  Soit  F^  la  résultante  de  ces  forces. 

On  connait  d'autre  part  le  mouvement  d'ensemble  qui  entraîne 
un  système  dont  le  point  considéré  fait  partie. 

Le  point  mobile  prendra,  par  rapporta  ce  système,  un  mouve- 
ment relatif  qui  semblera  un  mouvement  absolu  à  un  observa- 
teur entraîné  avec  le  système  mobile. 

Ce  spectateur  attribuera  le  mouvement  en  question,  absolu 
pour  lui  en  appiirence,  &  une  force  relative  qu'on  demande  de 
déterminer. 

Cette  force  relative,  donnée  par  la  relation  ci-dessus 

F,  =  F.-F,-F„ 

s'obtiendra  en  ajoutant  à  la  force  réelle  F,  deux  forces  appa- 
rentes —  Fj  et  —  Fe  . 

Ces  deux  forces  apparentes  s'appellent  force  d'inertie  d'entraî- 
nement et  force  centrifuge  composée. 

Avec  l'adjonction  de  ces  forces  le  problème  du  mouvement 
relatif  se  traite  exactement  de  la  même  manière  que  s'il  s'agis- 
sût  d'un  mouvement  absolu. 

Les  composantes  de  ces  forces  apparentes  suivant  les  axes 
coordonnés  mobiles  sont  faciles  à  obtenir  :  en  les  désignant  par 
X„V„Z,,X„Y„Z,  et  appelant  X,  Y,  Z  celles  de  la  force  absolue 
F«,  le  mouvement  apparent  relatif  aux  axes  mobiles  supposés 
fixes  sera  donné  par  les  équations  : 

"^  =  ''  +  '''+'^' 
mg  =  Y  +  Y,  +  Y., 

On  doit    remarquer  que  la  force  centrifuge  composée    est 
nulle  : 
1'  Si  la  vitesse  relative  est  nulle  ; 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 

îi  cette  vitesse  est  parallèle  à  l'axe  instantané  d'entrai- 
it; 

îi  le  mouvement  d'entraînement  est  une  translation. 
ist  très  important   de  remarquer  également  que  la  force 
fuge  composée,  étant  perpendiculsûre  à  la  vitesse  relative, 
umit   aucun   travail    dans    l'équation    des    forces    vives 
uée  au  mouvement  relatif. 

te  force  n'entre  pas  non  plus,  pour  la  même  raison, 
l'éqaatioD  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur  la 
ite. 

ervons  encore  que,  parmi  les  forces  réelles  qui  entrent 
les  équations  du  mouvement  relatif,  peuvent  figurer  des 
connues  et  des  forces  inconnues,  à  la  conuaissance 
îUes  on  supplée  par  des  liaisons, 

3.  Application  de  la  théorie  du  luoavenient 
If  &  l*équlllbre  et  aa  mouvement  apparenta  Ala 
tce  de  la  Terre.  —  Réduisons  dans  une  première 
dmation  le  mouvement  de  la  Terre  aune  rotation  uniforme 
■  de  la  ligne  des  pôles  supposée  fixe,  et  admettons, 
B  nous  l'avons  déjà  fait,  que  l'attraction  terrestre  consiste 
ine  force  mG  dirigée  vers  le  centre  de  la  Terre  considérée 
a  sphérique  et  communiquant  la  même  accélération  G  à 
les  points  matériels  (nous  justifierons  plus  loin  cette 
lèse,  du  moins  dans  une  certaine  mesure)  (*). 
r  un  spectateur  entraîné  dans  le  mouvement  ainsi  dëfini, 
ction  de  la  Terre  se  manifestera  par  une  force  relative  qui 
.  ni  la  direction  de  mG,  ni  sa  grandeur,  et  qui  s'obtiendra 
atant  à  mG  les  forces  apparentes  de  la  théorie  précédente, 
a  résultante  mg  ainsi  obtenue  qu'on  désigne  communément 


L  dialance  au  centre  de  la  Terre  pouvant  être  regardée  comme  txijo- 
rsqu'il  aagit  de  déplacements  très  petits  à  sa  surface,  l'hypothèse  ea 
1  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  suppose  la  force  en  raboQ 
du  carré  de  la  distance.  (Voir  §  ISS.) 
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SOUS  le  nom  de  pesanteur,  et  à  laquelle  un  spectateur  inconscii 
du  mouvement  qni  l'entralae  attribuera  la  chute  des  corps  ;  c'< 
cette  force  que  nous  avons  déjà  fait  figurer  dans  plusieu 
calculs. 

La  pesanteur  mg  est  donc  liée  &  l'attraction  terrestre  rée 
mG  par  la  relation  géométrique 

mg=wiG  — mr,  — mr,, 

ou 

j,  =  G-r,-r„ 

10-4.  Premier  cas.  —  Repon  relatif  t  pe«antei 
apparente.  —  Dans  le  cas  du  repos  relatif,  la  force  centrifu 
composée  est  nulle. 

Considérons  un  corps  en 
repos  relatif  à  la  surface  du 
globe  et  assimilons  ce  corps 
à  un  point  matériel  m.  Soit 
u  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles  PP';  nous  suppose- 
rons constante  cette  vitesse 
angulaire. 

En  généra!  le  point  m  ne 
peut  rester  en  repos  relatif 
que  par  l'effet  d'une  certaine 
réaction  qui  l'empêche  de 
pénétrer  à  l'intérieur  de  la 
surface  terrestre.  Désignant  par  R  cette  réaction,  on  aura  po 
l'équilibre  relatif  la  relation  géométrique  : 

ou 

mG  +  mw*d  +  R  =  0, 

en  appelant  d  le  rayon  md  du  parallèle. 
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On  en  conclut 

u>r  =  0-,l)3398, 
et  par  suite 

G  =  a  +  w«i-  =  9-,81501. 

Ayaot  WDsi  détermina  la  valeur  de  G,  on  aura  celle  de  g  pour 
chaque  latitude  au  moyen  de  la  formule  (3). 


applicable  à  l'équateur,  montre  que  ei  la  Terre  tournait  avec  une 
ntesse  17  fois  plus  grande,  g  s'annulerait  en  ces  points,  c'est-à- 
dire  que  les  corps  à  l'équateur  n'auraient  plus  de  poids  appa- 
rent ;  ils  resteraient  donc  en  repos  à  la  surface  de  la  Terre,  mais 
sans  exercer  aucune  pression  sur  le  sol. 

Si  la  vitesse  de  la  rotation  terrestre  venait  à  dépasser  la 
valeur  indiquée,  le  phénomène  du  mouvement  relatif  de  bas  en 
haut  se  produirait. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ces  phénomènes  à'une  autre 
manière. 

Soit  en  effet  en  m  un  point  de  la  section  équatoriale  figurée 
dans  le  plan  du  tableau.  En  traitant  la 
question  sans  faire  intervenir  le  mouve- 
ment relatif  et  en  considérant  le  point 
matériel  m  comme  animé  d'une  vitesse 
tangentielle  initiale  mv  égale  à  ur  et 
attiré  vers  le  centre  0  par  une  force  in- 
versement proportionnelle  au  carré  de  la 
distance,  on  reconnaît  facilement  (VS) 
<|ue  la  trajectoire  de  ce  point  est  une 
conique  qui  se  confond  avec  la  courbe 
équatoriale,  si  w*r=G. 

Si  uV  est  inférieur  à  G,  la  trajectoire  mC  du  point  libre 
pénétrerait  &  l'intérieur  du  globe,  et  alors  la  réaction  du  sol 
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it  oblige  le  poiot  à  rester  sur  la  surface  de  la  Terre. 

au  contraire,  ëtait  supérieur  à  G,  la  trajectoire  mC 
conique  extérieure  au  cercle,  rien  n'empêcherait  le 
la  suivre,  et  alors  pour  un  observateur  situé  à  k 

u    globe,  ce    mobile   semblerait    s'élever  au-dessus 


Forme  du    méridleo   terrestre   t  verticale 

ite.  —  Jusqu'à  présent,  nous  ne  nous  sommes  occupés 
grandeur  de  la  pesanteur  apparente. 
:tion  X  définie  par  la  relation  : 


G 


:tg?. 


e  la  verticale  apparente.  On  démontre  aisément,  par 
dérations  d'hydrostatique,  que  la  masse  terrestre, 
lent  liquide,  a  dû  être  limitée  par  une  surface  normale 
I  point  t  la  pesanteur  apparente,  La  forme  du  glok 
onc  pas  être  rigoureusement  sphérique,  comme  nou^ 
ipposé  d'abord,  et  par  suite  tous  les  calculs  que  nous 
faire  sont  entachés  d'une  certaine  inexactitude.  Hais 
si  l'on  applique  à  cetle 
question  une  méthode  ana- 
logue &  celle  des  approxi- 
mations successives,  fré- 
quemment employée  pour 
la  résolution  des  équations 
en  Analyse,  on  pourra  se 
servir  des  résultats  trou- 
vés en  admettant  la  sphé- 
ricité de  la  Terre  pour 
déterminer  approximati- 
'  vement  la  correction  qu'on 

rter  à  cette  première  hypothèse, 
re  ainsi  que  la  surface  terrestre  doit  être  de  révolution  et 
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<IU6  la  courbe  méridienne  doit  satisfaire  à  l'équation  différenifelle 


ou  à  cause  de 


et  eu  intégrant  : 

(3) 


dx  .   .  —G     ^ 

5ï  =  -t«^  =  G:r;?-r*«^' 


tg?=p 


^'  +  G:r;?-r2/'  =  ^» 


équation  d'une  ellipse  qui  se  réduirait  à  un  cercle  si  co  était  nul, 
mais  qui,  dans  les  conditions  réelles  du  mouvement  terrestre,  a 
son  petit  axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  pôles. 

Les  observations  géodésiques  vérifient  ce  résultat. 

Remarquons  que  la  latitude  observée  en  un  lieu  quelconque 
du  globe  doit  être,  d'après  la  forme  du  méridien,  l'angle  X  et  non 
l'angle  9. 

i  00.  Deuxième  ea«.  —  Mouirement  relattf.^^  Soit  un 
point  m  situé  à  la  surface  de  la  Terre  en  un  Heu  A  que  nous  sup- 
poserons, pour  fixer  les  idées,  placé  dans  l'hémisphère  nord. 
Prenons  pour  axes  coordonnés  : 

AX  tangent  au  méridien  et  dirigé  vers  Téquateur. 

AY  tangent  au  parallèle  et  dirigé  vers  l'est. 

AZ   dirigé  de  haut  en  bas,  suivant  la  verticale  apparente. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ces  trois  directions  sont  bien 
rectangulaires. 

« 

Nous  aurons  à  appliquer  les  équations  générales  : 


(i) 


•j< 


t  .1 
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lU  pour  simplifier  les  écritures,  noas  supposerons  que  l'at- 
traction terrestre,  aulieu 
,-|  d'entrer  dans  la  résul- 

tante (X,  Y,  Z)  des  forces 
réelles,  ait  été  composée 
avec  la  force  d'inertie 
d'entraînement  (X„  Y„ 
Z,)-  Ces  deux  forces  en 
^^'  I     ^^^_._--^  \       effet  donnent,  comme  on 

y^ ""  \      l'a  va    dans    les   para- 

/       N.  i  I     graphes  précédents,  une 

I  2       j  I     résultante  mff  dirigée  sui- 

yant  AZ.  Par  cette  sim- 
plification on  a  donc  : 

X,  =  o  Y,=o  2,  =  ™?- 
Quant  à  la  force  cen- 
trifuge composée,  il  est 
facile  de  l'évaluer.  En 
t  si  l'on  convient  de  porter  les  aies  des  rotations  dans 
sens  tel  que  l'observateur  dirigé  suivant  ces  axes  voie  les 
étions  correspondantes  s'effectuer  dans  le  sens  du  mouvement 
aiguilles  d'une  montre,  la  rotation  ù,  aura  la  direction  qu  m- 
ae  la  figure,  et  ses  composantes  suivant  les  trois  axes  seront  : 

p  =  u  G03>^ 

q=0, 

r  =  a>  sinX. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  raccélération 
uplëmentaire  [CinématiqM,  S  -«5)  on  trouve  : 
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Multipliant  par  f»  et  changeant  les  signes,  on  a  : 


Z,=-2muC0sX^, 


et  les  éqaatioQS  da  mouvement  devieoDeDt  : 


"d^  — "  T  "»W— *"«-"""> ^■^j' 


n  -T-^  =  Z  +  md  —  2  m  M  C08 1  -j2 , 


Où  ï,  Y,  Z  représentent,  on  ne  doit  pas  l'onblier,  les  composai 
de    la    résultante    de    toutes    1«3    forces    réelles    autres 
l'attraction  terrestre. 

lOV.  Application  A  quelques  exemples.  —  Preti 
exemple.   —  Supposons  d'abord  un  point  mobile  partant 
repos  relatif  et  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur. 
équations  de  son  mouToment  seront  : 


Sans  intégrer  rigoureusement  ce  système  d'équaUons,  ren 
qnoas  que  lorsque  le  point  mobile  part  de  la  position  initiait 

il  est  supposé  au  repos  -77.  -^1  -r-  sont  nuls;  il  résulte  alors 
équations  (3)  que  -r^  est  seul  différent  de  zéro,  ce  qui  indique 
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emîer  élément  de  chute  s'effectue  suivant  la  verticale.  La 
sale  est  donc  tangente  à  la  trajectoire  et  l'on  peut  en  con* 

que  pendant  les  premiers  instants  du  mouvement  t-  et  t^ 

dt      al 


à  côté  de  -7- 
dt 


Les  équations  (3)  sim- 
plifiées d'après  cette  re- 
marque   se  réduisent  à 


Zfyerùcàle ajipsrenie)  en  intégrant  la  dernière, 


constfiDte,  puisque  —  s'annule  pour  t  ^0. 

rtant  dans  la  seconde  et  l'intégrant  à  son  tour,  on  trouve: 


eurs  la  première  relation 


roir  que,  pour  cette  solution  approximative,  la  résultante 
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des  forces  apparentes  et  réelles  est  située  dans  le  plan  Z 
est  alors  le  plan  oscillateur  à  la  trajectoire. 

On  est  ainsi  conduit  aux  conclusions  suivantes,  qui  < 
être  considérées  comme  exactes  dans  la  limite  des  approxii 
précédentes  : 

Lorsqu'un  point  pesant  est  abandonné  sans  vitesse  ap] 
initiale  à  une  certaine  hauteur  au-dessus  du  sol,  son  mou' 
apparent  pour  un  observateur  situé  à  la  surface  de  la  Ter 
fectae  suivant  une  courbe  tangente  à  la  verticale  au  p' 
départ  et  dont  les  premiers  éléments  sont  situés  dans  '. 
Tei*tical  passant  par  cette  verticale  et  par  la  tangente  au 
lèle  terrestre  :  la  courbure  de  cette  trajectoire  se  manifei 
une  déviation  vers  l'est  dont  la  valeur  est  donnée  par  la  f 

(5)  S=i»coslgl*. 

On  peut  exprimer  cette  déviation  en  fonction  de  la  h 
de  chute  h  :  en  effet  l'équation 


donne  par  une  seconde  intégration  : 


et 

(6)  5=i.aCOsX.2hyy  =  ?-^„coaX.hv'S. 

Mais  il  faut  se  rappeler  que  cette  formule  n'est  applicabl 
des  valeurs  de  k  assez  faibles,  d'abord  à  cause  des  simplifie 
introduites  dans  les  équations  différentielles,  ensuite  pan 
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6  la  pesanteur  apparente  que  nous  avons  représentée 
e  composante  ing  dirigée  suivantfOZ,  n'e^t  constante 
ni  en  direction  ni  en  grandeur,  lorsque  la  position  du 
le  varie  sensiblement  relativement  au  globe  terrestre. 
ification  expérimentale  de  ces  résultats  a  été  faite  eu 
iyberg,  dans  un  puits  démine,  par  M.  Reicb.  Voici  les 
ilatives  &  cette  expérience  : 

latitude  81°, 
h=  158-,50; 

(6)  donnerait  : 

5  =  0-,0î76, 

nne  des  déviations  observées  a  été  de  0'",QiBZ{']. 

lecond  exemple.  —  Étudions  maintenant  comme  second 

I  mouvement  relatif  à  la  surface  de  la  Terre  d'un  point 

esant  assujetti  à  décrire  une  droite  horizontale  OD  et 

le  vitesse  initiale  v^. 

les  mêmes  axes  que  dans  la  question  précédente. 

ingle  que  la  vitesse  initiale,  dirigée  suivant  la  droite 
trajectoirer,  fait 
""y/T£tJ  avec  OX,  a  étant 
compté  comme  po- 
sitif si  cette  vitesse 
initiale  tombe  dans 
l-angle  YOX. 

En  désignant  par 
R„  R,,  R.  les  com- 
Z/l'crticalE)  posantes     suivant 

les  axes  de  laréac- 

Que,  par  X„  Y„  Z,  celles  de  la  pesanteur  apparente 

eur  de  ces  eipérieoces,  qui  ont  donné  lieu  à  des  réaullats  Iris 
semble  d'ailleurs  fort  contestable.  Voir  à  ce  sujet  un  travail  de 
bert  dans  la   Revue  des  questions  scienti/îquet,  a»ril  1882. 
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(attraction  terrestre  et  force  d'inertie  d'entraînement),  par 
X„  Y„  Z,  celles  de  la  force  centrifuge  composée,  les  équations 
du  mouvement  seront  : 


d*x 


Ci) 


'"  dp 

=  IL  +  X,  +  X„ 

=  R,  +  Y, +Y„ 

d*z 
""dt* 

=  R.+  Z,  +Z,. 

Pour  suivre  la  marche  générale  qui  conduit  à  la  solution  du 
problème,  il  faudrait  actuellement  joindre  aux  équations  (7) 
d'autres  relations  exprimant  que  la  trajectoire  est  la  droite  OD  et 
que  la  réaction  R  est  normale  à  cette  droite  ;  mais  on  peut  dans 
le  cas  actuel  exprimer  ces  conditions  d'une  manière  plus 
simple. 

Observons  que  dans  le  mouvement  étudié  la  vitesse  conserve 
évidemment  une  direction  constante  et  que  de  plus  la  grandeur 
de  cette  vitesse  est  constante  également  :  en  effet  la  réaction  R 
normale  à  OD  ne  fournit  aucun  travail,  et  il  en  est  de  même  de 
la  pesanteur  apparente  représentée  par  la  force  verticale 
Zj  =  mg  ;  enfin,  d'après  une  remarque  générale  (S  102),  la  force 
centrifuge  composée  n'entre  pas  non  plus  dans  l'équation  des 
forces  vives  appliquée  au  mouvement  relatif.  Cette  équation, 
dont  le  second  membre  est  nul,  donne  donc  : 

V  =  constante, 
et  par  suite 

Les  équations  (7)  dans  lesquelles  on  introduit  cette  condition 
et  où  Ton  fait  : 

Xt  =  o, 
Y,=o, 

Zj  =s  mg, 

(ce  qui  revient  à  négliger  les  variations  de  la  pesanteur  dans  le 
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sut  du  mobile),  et 

Z,  =  — 2mwcosX^- 
ueat  à  la  théorie  précédente,  devienneDt  : 

R,  +  mg  —  2m<oco8l^  =  0, 


R<  +  S  muu  sin  Xsin<i  =  0, 
R,  — Smui)  sin  X  C03  a  =  0, 
R*  +>ng  — Smioucos  X  bId  b  =  0. 

nations  déterminent  la  réaction  R  qui  doit  être  appli- 
oint  mobile  pour  l'obliger  à  décrire  la  droite  OD.  Cette 
leut  être  considérée  comme  composée  : 
le  réaction  verticale 

R,  =  — mp  +  2  muD  ces  X  sin  o, 

it  que  cette  réaction,  qui  serait  égale  à  — mç  si  le  point 
epos,  est  d'autant  plus  faible  que  sa  vitesse  est  pins 

I  serait  constante  qu'à  l'équateur  (co3X  =  0),  ou  bien 
us  le  cas  où  la  trajectoire  serait  dirigée  exactement  du 
ud  ou  du  sud  au  nord  (sin  a  =  0). 
le  réaction  horizontale 

Ri,  =  v'Ri  +  Rî  =  iï''io>B  sin  1 


ËTUDE  DES  FORCES  —  STJLTIQOE  ET  DYNAMIQUE 

indépendante  en  grandeur  de  l'angle  a  et  dont  la  direction  <: 

minée  par  le  coefficient 

angulaire 


R. 


-cot« 


est     perpendiculaire    à 
celle  de  la  vitesse. 
Si  a  est  positif  et  plus    (sad) 

petit  que  -^>  comme  sur 

la  première  figure,    la 

composante 

R,  =— amuDsinXsiaa 

est  négative  (dans  l'hé- 
misphère boréal). 

Cela  prouve  que  la 
réaction  R,  est  dirigée 
vers  l'est. 

Si  a  était  négatif  (et 

tODJonrs  inférieur  à -ï-l' 

R.  étant  positif,  R^  tom- 
berat  dans  l'angle  XOY 
et  serait  par  conséquent 
encore  dirigé  vers  l'est,    ^h' 
Enfin,  si  <x,  positif  ou 

négatif,  était  compris  entre  -â  et  n,  on  verrait  facilemen 

la  réaction  Hk  devrmt  avoir  les  directions  marquées   su 
figures  3  et  4. 
Cette  discussion  peut  se  résumer  en  remarquant  que  l'i 

ÛORt  est  toujours  égal  à  -{■  -^- 
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>ur  une  raison  quelconque,  à.  un  instant  donné  du  monve- 
a  réaction  R^^  cessait  d'être  appliquée  au  mobile,  il  est 
que  celui-ci  quitterait  sa  trajectoire  rectiligne  et  dévierait 
sens  opposé  à  R^. 

théorie  rend  compte  de  plusieurs  phénomènes  observés, 
plique  en  particulier  la  tendance  des  fleuves  &  dévier  vers 
B  dans  l'hémisphère  boréal  et  la  déviation  des  projectiles 
ortie  des  bouches  à  feu. 


•.  Troisième  exempte.  —  Gomme  dernière  application 
éorie  précédente,  nous  étudierons  le  Pendule  deFoucattlt, 
donnerons  ude  solution  approchée  des  équations  de  son 
lent. 

t  toujours  les  mêmes  axes  que  dans  la  question  précé- 
tt  imaginons  un  point  matériel  pesant  assujetti  &  se  mou- 
r  une  sphère  de  centre  0  et  de  rayon  l  (on  réalisera 
Q  approximativement 

-  YfEsi)  jjgj.j.g  condition  dans 
la  pratique  en  sus- 
pendant une  bille 
pesante  à  l'extrémité 
d'un  fil  inextensible 
attaché  en  0). 

Nous  avons  à  con- 
sidérer lesforces  sui- 
vantes agissant  sor 
le  point  mobile  : 
ie  de  l'attraction  terrestre 


ticaJe  ou  direction  de 
DesdnteursmareTiia  i 


1  pesanteur  apparente 
t  de  la  force  d'inertie  d'entraînement)  ;  cette  force  nous 
omme  composantes, suivant  les  axes{avec  les  restrictions 
ies  déjà  au  paragraphe  précédent)  : 


[  réaction  R,  qui  oblige  le  point  à  rester  sur  la  sphère. 
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Cette  réaction,  normale  k  la  sphère  par  hypothèse,  a  pour  co 
posantes  : 


3"  La  force  centrifuge  composée  dont  les  composantes  ont 
mêmes  expressions  qne  dans  les  questions  précédentes, 
savoir  : 


:  2>nuf  cosX  37  —  BÎ 
=  — SmucosX-T 


^Les  équations  du  monvement  relatif  seront  donc  : 
avec  la  condition  : 


Ces  quatre  équations,  ne  renfermant  que  les  cinq  variât 
I,  V,  2,  R  et  (,  permettent  de  déterminer  les  quatre  premières 
fonction  de  la  cinquième  et  fournissent  par  conséquent  la  solul 
complète  du  problème  ;  mais  leur  intégration  présente  des  d 
cultes  de  calcul  considérables,  et  nous  nous  bornerons  &  don 
une  solution  approchée  de  la  question. 


II.I.R 
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*  i  1 0.  Solution  appro«iiée  du  problÀme  précédeiit 

-SapposoDS  que  lependule  s'écarte  assez  peu  de  la  verticale  pour 
que  a;  et  ^  restent  toujours 
très  petits,  et  que  z  ne 
diffère  de  I  que  par  me 
qoanttté  négligeable;  dd 
pourra  pofl«r  approximati- 
vement ; 


i  dernière  des  équations  (1)  se  réduira  &  : 


I) 
On  en  déduira  : 


-2»  cosX-jï- 


.*. 


t  en  portant  cette  valeur  dane  les  deux  premières,  on  trouvera  : 


d'y_      yl 


-2<u  COSX 


dy\ 
d'J 


+  2u  sinx 


,dy^ 


gucosl^f)  — 2o)siiïl 


Supposons  encore  {la  étant  très  petit  ainsi  que  x  et  y)  que  le 
ermes  en  ux,  lay  soient  négligeables,  il  restera  ; 
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3â3 


Posons  pour  simplifier  : 


ta  SÎD  X=:h, 


les  éqnations  s'écriront 


(î) 


^ 


.  ^  .fi 

.  .* 

.rr 

■■a 
■■  ■.  j- 


Projetons  actuellement  m  en  (x  sur  le  plan  XOY  et  désignons 
par  u  le  rayon  vecteur  O^OMx-^-yiixx  point  [jl.  En  multipliant 
la  seconde  des  équations  (2)  par  i  et  rajoutant  à  la  première,  on 
obtiendra  T  équation  géométrique  : 


+  2h 


f.dx 


f )+»•(' 


yi)  =  0, 


c'est-à-dire 


^+8hi^  +  ..«  =  0. 


équation  linéaire  à   coefScients  'constants,   qui  s'intègre  sans 
difficulté  et  donne 


(3) 


ursCje'^+Cse^ 


en  désignant  par  a  et  3  les  racines  de  Téquation  caractéristique 


6«  +  2/iî0  4-fe'  =  O. 


Ces  racines  sont  : 


e  =  —  /il  d=  v^iTKrZftt, 


mais  h*,  à  cause  de  co*  qu'il  contient  en  facteur,  est  négligeable 
à  côté  de  A*  dans  le  radical  ;  on  peut  donc  écrire  approximati- 
vement : 

P=-(/H-A)i; 
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»rt,  ai  «,  est  la  valeur  initiale  de  «,  et  ai  la  vitesse  ini- 
est  supposée  nulle,  on  a,  pour  déterminer  les  cons- 
3,  lea  relations 

C,  +  C,  =  ti„ 

c,«  +  c,p=o, 


=  0.       c.  =  ^. 


^' — %r-     *='=    2Â — 

1  (3]  où  l'on  porte  cea  valeurs,  a'écrit  : 

.  =  i[,* +  »).<*-"" +,*_„,-»*""]: 

nte,  dans  la  limite  des  approximations  admises,  le 
lu  point  (t,  projection  du  pendule. 
I  à  noua  rendre  compte  de  la  nature  de  la  trajectoire  : 
DUS  mettrons  l'équation  (4]  sous  la  forme  : 

«  =  j|c~*"[(fi  +  'Oe"'+(ft-h)e"*"]. 
laçant 

e"'   par  (ces  ht  +  i  sia  kt) 

e~*"   par  (cos  ftl  — i  sin  AI)' 


w  =  ^•-  e  2  fc  cos  ft(  +  2  Ai  sin  kl    • 
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BésigDOns  par  A  et  B  les  coDstantes  géomét 
t. A».  -,    ■     j 


'^' 


rAcosftI+  B  sin  Ail- 


w  =  !l  cos  kl  +  B  sÏD  kt  ; 

le  rayon  vectenr  w  décrit  une  ellipse  (S  8S)  doi 
axes,  et  le  rayon  vecteur  «  s'obtient»  en  multîi 
c'est-à-dire  en  le  faisant  tourner  d'un  îingle  — 
au  temps.  Donc,  enfin,  le  point  ^  décrit  unf 
entraînée  dans  un  mouvement  de  rotation  uoifo 
verticale,  et  la  vitesse  angulaire  de  ce  mouve 
ment  est  — h,  c'est-à-dire  qu'elle  est  dirigée  dan 
ouest-nord.  D'après  la  valeur  de  A,  égal  à  w  si 
angulaire  varie  avec  la  latitude  :  nulle  à  l'équ 
égale  au  pôle  à  la  vitesse  de  rotation  terrestre. 
Remarquons  encore  que  h  étant  très  petit  pa 

petit  axe  -V-  de  l'ellipse  est  très  petit  par  rap] 

axe  tt,  :  la  trajectoire  s'écarte  donc  fort  peu 
OmZ,  et  tout  se  passe  en  apparence  comme  si, 
lant  dans  un  plan  vertical,  son  plan  d'oscill 
entraîné  dans  le  mouvement  de  rotation  qi 
définir. 

Les  conditions  de  ce  problème  ont  été  réalisé 
au  Panthéon,  dans  une  expérience  célèbre  qui 
première  fois  une  preuve  expérimentale  de  la  i 
globe. 
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PLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME  DE 
INTS  MATÉRIELS 


ETIONS  PRÉLIMINAIRES 

et.  détermination  da  eentre  de 
«ne.  —  Nous  avons  terminé  l'étude  géué- 
es  appliquées  à  uq  point  matériel  isolé  (*}- 
uellâment  l'action  des  forces  sur  les  sys- 
iels.  Mais  avant  d'aborder  cette  étude, 
nitious  sont  nécessaires. 

gravité  d'un  système  de  points  matériels 
r  G  dont  la  masse  M  est  égale  à  la  somme 

des  points  du  système  et  dont  les  coor- 
Snies  par  les  relations  : 

H)]  =  ^my,      a?ec  H  =  §m; 

tous  les  points  du  système, 
linent  toujours  un  point  et  un  seul,  et  it 
que  la  position  du  point  ainsi  défini  oe 


louB  l'avons  expliqué,  émanant  toujours  de  poinU 
iaMlé  supposer  un  point  soumis  à  l'aclion  de  cet- 
implicitement  par  là  mSme  la  présence  de  poiab 
It,  dans  les  considérations  précédentes,  ces  poioti 
n  rûle  et  Toa  ne  s'occupe  que  des  forces  qu'Us 
remment  dans  la  suite. 
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dépend  Dollement  des  coordonnées  choisies 
S',  ï]',  C'  les  coordonnées  relatives  à  de  nouvei 
du  centre  G  déterminé  par  tes  relations  (1); 
dODDées  satisferont  aux  relations  : 

(î)  Ml' =8"»/. 

En  effet,  Ç'  est  une  fonction  linéaire  de  Ç,  i 
De  même  û;'  est  égal  à 

'iXX  +  ^y  +  yz  +  6. 

La  première  des  relations  (3)  que  nous  tou 
donc  à  : 

.(lfï-Smx)  +  p(Ml-S"'!')  +  T(»ï-S'"^ 

et  le  premier  membre  de  cette  égalité  ee 
à  cause  des  équations  (1). 

Il  en  sera  de  même  des  deux  autres  f  ). 

On  voit  ainsi  que  le  centre  de  gravité  qu' 
rapportant  le  système  h  de  nouveaux  axes 
qu'on  a  déjà  déterminé. 


0  Les  éqnaliona  (I)  penvent  ètr«  remplacées,  A 
gjométrique  unique 

uci  u  étant  les  rayons  vecteura  du  centre  de  gravité  e 
da  système.  Sous  cette  forme,  la  vériBcation  que  m 
immédiate  ;  en  effet,  le  déplacement  de  l'origine  revit 
«u  rajoDB  vecteurs  u  et  u  une  m£me  constante  j 
détrait  pas  l'égalité  des  deux  membres  de  l'équatioE 
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OQ  par  les  équations  équivalentes  : 

■    2H,  =  I, +  1, 
2H.  =  i. +  1. 

2H,  =  U  +  I, 

ot  H,,  U^,  H,  désignent  respectivem 
plans  ZOY,XOZ  et  YOX,  et  I„  I„  I, 
trois  axes  OX,  OY,OZ  perpendiculaii 
Ces  dernières  relations  font  voir  ( 
relatifs  à  deux  de  ces  axes  coordon 
an  moment  relatif  au  troisième  axe, 

il3.  Relation  entre  leâ  m 
de*  axes  paraUèles.  —  Etant  cor, 
d'un  système  relativement  à  un  axe, 
moment  du  même  système 
relativement  à  un  axe  pa- 
rallèle. 

Prenons  le  premier  axe 
pour  axe  des  z  et  choisis- 
sons les  deux  autres  axes 
coordonnés  de  manière  à 
ce  que  le  nouvel  axe  Z', 
relativement  auquel  on  veut 
calculer  le  moment  d'iner-  y'^ 
tie,  se  trouve  situé  dans  le  yi 
plan  ZOX.         

La  distance  mq'  ou  r'  d'un  poii 
facilement  au  moyen  des  coordonnée 

Abaissons  en  effet  la  perpendicul 
plan  ZOX.  On  a  : 

mq    ^  mp  + 

c'est-à-dire  en  désignant  par  a  la  dis 
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cherché  est  : 

or 


mO  =  3(»  4-  y'  +  2'. 

Pour  exprimer  Oq,  projetons  sur  OP  le  co! 
aurons  : 

Oq  =  X  cos  tt  +  y  cos^  +  z cos 

Donc  : 

m?  =  X*  (i  —  COB*  b)  +  h*  (I  —  cos»  p)  +  I*  (1  —  c 
— Syicospcosy— 2îxc08' 

OU  &  cause  de 

COS*«  +  C08*P  +  C09»T  =  1, 

mq*  =  *'  (cos'  p  +  cos*  ^)  +  y*  (cos'  y  +  cos»  a) 
—  2*y  cosacosp  —  îyïcospcosT  — Sîxc 

Eq  aorte  que  le  moment  d'inertie  cherché  ( 

(!)  I  =  AC08'a  +  BcOS*P+Cc08'T  — 2c03i 

—  2cospcos-rS'n!/2  —  S  cos 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  solution 
exige,  on  le  voit,  outre  la  connaissance  d( 
celle  des  quantités  ^mxy,  ^myz  et  ^mzx; 
une  interprétation  géométrique  très  simple  df 

US.  Ellipsoïde d*inertle ■  auces  prl 
tl«.  —  Portons  sur  l'axe  OP  une  longueur 
l'inverse  du  rayon  de  giration  p,  qui  est,  coi 

M' 


s/l 
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irdonnëes  du  point  P  seront  : 


_COSf 

trs,  la  relation  (2)  fournit  l'expression  du  rayon  p. 

ABC  S'"*!' 

=  îj|C08*B  +  jjCOs'p  +rjCOa'T  — 2     „     coaacogp 


Smyz  fimzx 

2~— COSpCOSTÎ— î—j-  C0S7G0Sa, 


te   que  l'équation  (2")  établit  entre    les   coordonnées 
lu  point  P  la  relation 


2— 5— tiVi— 2— o-y; 


.S" 


'équation  d'une  surface  du  second  degré  rapportée* 
'e  et  qui  est  nécessairement  UB  ellipsoïde,  puisqu'en 
1  rayon  de  giration  d'un  système  par  rapport  à  ud  axe 
ais  nul  et  que  par  suite  le  rayou  l  qui  en  est  l'inverse 
t  jamais  inSni. 

t  ellipsoïde  a  un  système  de  trois  axes  ;  désignons  par 
les  gruideurs  de  ces  trois  axes  et  prenons-les  pour 
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axes  cfrardonnés  ;  l'équatioa  de  l'ellipsoTde  se  i 

Les  plans  de  ces  Douvelles  coordoDDées  prt 
pUms  principaiix  d'inertie  du  système  relatifs  a] 
s'appellent  axes  frincipa/ux  d'inertie  relatifs 

Ces  axes  sont  caractérisés  par  la  propriété  ans 
si  l'on  prend  l'un  d'eux  pour  l'un  des  axes  < 
des  z  par  exemple,  l'ellipsoïde  d'inertie  ayant 
axes  de  6gure  en  coïncidence  avec  l'axe  des  z, 
être  privée  des  termes  eu  x^z^  et  y^  s■^,  ce  qui  e 
sommes  ^mxz  et  ^mi/s  soient  nulles. 

On  voit  que  pour  chaque  point  de  ^espace  il 
principaux  d'inertie  et  un  ellipsoïde  d'inertie, 
ellipsoïde  montre  comment  varient  les  momi 
système  pour  les  différents  axes  passant  par  c 
ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère,  les  morne: 
tous  égaux  entre  eux. 

L'ellipsoïde  d'mertie  relatif  au  centre  de  grai 
^ellipsoïde  central.  Les  axes 
de  cet  ellipsoïde  jouissent  de 
la  propriété  remarquable  d'être 
axes  principaux  pour  chacun 
de  leurs  points. 

Soient  en  effet  G  (X,Y,Z} 
les  axes  de  l'ellipsoïde  central. 
Transportons  l'origine  des  coor- 
données en  un  point  0  de  l'axe 
GZ  par  exemple,  en  laissant 
les  axes  coordonnés  parallèles  à  leur  direct! 

(*)  Il  est  important  de  remarquer  qu'un  ellipsoïde  d 
ellipsoïde  quelconque  :  d'après  une  remarque  du  §  i  1 
d'inertie,  les  demi-axes  a,h,c  d'un  pareil  ellipsoïde  • 
grandeur  décroisBanle  doivent  satisfaire  à  l'inégalité 
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oordonnées  s'opère  ea  changeant  simplement 
■\-h,  et  les  sommes 

S  l'ellipsoïde  central,  ont  pour  expressions 
18  nouvelles  : 

'  +  hSn«c'  Smy'i'  +  ftSmy'. 

t,  le  centre  de  gravité  étant  sitné  sur  l'axe 

ni'  =  0  ^my'  =  0. 

Ti^V  sont  bien  égaux  à  zéro,  ce  qui  démontre 

sième  quantité  ^mxy  qui  est  nulle  en  G  étant 
on  voit  que  les  nouveaux  aies  coordomiés 
rincipaux  du  point  0. 

lES  MATÉRIELS  EN  GÉNÉRAL 

ntérieares  et  ext^rleareii.  —  Les  forces 
1  point  d'un  système  doivent  se  distinguer  en 

Heures,  qui  proviennent  d'autres  points  du 

ieures,  qui  émanent  de  points  n'appartenant      j 

iprès  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
ijours  binaires  et  mutuelles  pour  l'ensemble 
i-dire  qu'à  chacune  d'elles  correspond  une 
ement  opposée  appliquée  à  un  autre  point  du 

eures,  bien  entendu,  donnent  lieu  pareille- 
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ment  &  des  réactions  égales  et  opposées,  mais  ces  réaction: 
extérieures  au  système  considéré. 

il?.  Repos,  équilibre  et  mouvement  d'un  ay ai 
Diatérlel.  —  Un  système  matériel  est  dit  en  repos  lo 
chacnn  de  ses  points  est  en  repos,  c'est-à-dire  immobile. 

Il  est  dit  en  équilibre  lorsque  chacun  de  ses  points  est  i 
duellement  en  équilibre,  c'est-à-dire  en  repos  ou  animé 
vitesse  constante  en  grandeur  et  en  direction  (*). 

En  général,  il  faut,  pour  définir  complètement  l'état 
système,  écrire  pour  chacun  de  ses  points  l'équation  géoméi 
ou  les  équations  algébriques  qui  expriment  son  repos  o' 
mouvement  individuel. 

Si  le  système  renferme  n  points,  le  nombre  des  équations 
briques  [à)  que  l'on  a  à  écrire  est  égal  à  3n.  Ces  équations 
du  second  ordre,  une  première  intégration  fournira  3» 
lions  (p)  du  premier  ordre  renfermant  les  coordonnées  des  \ 
mobiles,  les  dérivées  premières  de  ces  coordonnées  par  ra 
au  temps,  c'est-à-dire  les  projections  des  vitesses  sur  les 
enfin  3n  constantes  arbitraires. 

Une  secoDde  intégration,  introduisant  3»  constantes 
traires  nouvelles,  conduirait  à  3n  équations  (7),  exprimai 
coordonnées  des  points  du  système  en  fonction  du  temps. 

Ainsi,  en  définitive,  pour  un  système  de  n  points,  on  est 
duit  à  une  solution  renfermant  6n  constantes  arbitraire 
devront  être  déterminées  par  les  conditions  initiales  aoppi 
connues  (situations  initiales  des  points,  grandeurs  initialei 
vitesses).  Ces  constantes  devront  être  distinctes,  c'est-È 


(')  Eq  général  l'état  d'équilibre  n'eiiste  que  lorsqu'il  y  a  repos,  au: 
deux  expressions  sont-elles  employées  souvent  comme  synonymes  ;  on  c 
d'ailletirs  que  si  les  points  d'un  système  étaient  animés  de  vitesses  coq? 
en  grandeur  et  en  direction,  à  part  le  cas  d'une  tranBlation  où  ces  vi 
seraient  égales  et  parallèles  entre  elles,  le  déplacement  des  points  amè 
uécessairemenl  des  changements  dans  leurs  distances  respectives  i 
EUjte  des  modifications  dans  leurs  réactions  mutuelles  entraînant  un< 
tore  dans  l'équilibre  supposé. 
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svront  permettre  par  leur  iadétermination  d'attiibuer 
onnéea  initiales  et  aax  vitesses  initiales  des  points 
lurs  qu'on  voudra.  Par  conséquent,  le  système  des 
(P)  et  (t)  devra  pouvoir  se  résoudre  par  rapport  à  ces 
i  et  se  mettre  sous  ta  forme  : 


<Iz,  dy,  dz,    dXf  dy,  dz, 
'  dl'  d('  di'  di'  d(' 


^"  ^lil/t'^H*"    Al'    Ht'  Ht^    ^i*    lit'  Al   " 


(dx,  du,  dz,  dx,  du,  dz,        A 

"     ■•)■ 


<|x„!/„z„Za,!/„7„' 


dx,   di/,  dz.    dXj  dy,  dz. 
■  d(''d7'  dC'di'~3t'  d(  " 


ible  des  équations  (S)  équivaut  aux  équations  (^]  et  (y), 
ne  en  fonction  du  temps  les  vitesses  et  les  coordonuëes 
i  points  du  système. 

îtiona  ç,,  ç,,.. .  ç,„,  composées  avec  les  vitesses  et  les 
es  des  points,  et  qui,  d'après  les  équations  (B),  restent 
I  pendant  le  mouvement,  sont  dites  les  intégrales  des 
simultanées  (ce). 

vident  que  toute  fonction  *  (ip,,  ç„...  fO  composée 
m  arbitraire  avec  les  fonctions  f>  est  elle-même  nue 
puisqu'elle  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du 
it,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  toute  intégrale, 
e  toute  fonction  jouissant  de  la  propriété  précédente, 
::omme  4>,  une  fonction  des  intégrales  f . 
lème  du  mouvement  d'un  système  donné  serarésola 
Q  complète  toutes  les  fois  qu'on  parviendra  à  découvrir 
lière  quelconque  6n  intégrales  distinctes  de  ce  mou- 

ns  parvenir  à  cette  solution  complète,  on  arrive  sou- 
ombinaot  entre  elles  les  équations  individuelles  du 
tt  des  différents  points,  à  certaines  intégrales  particu- 
font  connfdtre  des  propriétés  remarquables  du  monve- 


des  résultats  de  ce  genre  que  nous  allons  obtenir  par 
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la  combiaaisoD  des  équations  du  mouvement  et  l'app 
des  théorèmes  généraux. 

lis.   MouTement  da   centre    de   gravité.  - 

d'ftbord  pour  chaque  point  individuellement  la  relation 
trique  : 


"S=2^^2*. 


les  signes  X  s'appliquant  à  toutes  les  forces  extérieure 
toutes  les  forces  intérieures  4  qui  agissent  par  le  point  coi 
Faisant  la  somme  de  toutes  les  équations  géométriqu 
lègues  et  remarquant  que  la  somme  générale  des  forc( 
rieures  doit  nécessairement  s'annuler,  on  trouve  : 


S"1"=S2^- 


c'est-ï-dire  (&  cause  de  l'équation  Mu  =  ^mu  qui,  étant 
nente,  peut  être  différentiée)  : 


=S2' 


Cette  équation  géométrique,  ou,  si  l'on  préfère,  le  systj 
trois  équations  algébriques  : 

dans  lesquelles  elle  se  décompose  suivant  les  axes,  t 
que  : 

Théorème  I.  Le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  cm 
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1 .  Interprétation  séométrtqne  •  théorème  dea 

.  —  Si  l'on  projette  un  point  m  du  système  en  [*  sur  uu 
plan   perpendiculaire  ù 
l'axe  OX  des  moments, 
on  a  TU  f S  05)  que  li 
dk 


vitesse  aréolaire 


du 


rayon  O^ji  était  liée  au 
moment  de  la  quantité 
de  mouvement  mV  de  m 
par  la  relation 


3IL„mV  =2: 


dX 


OQC  le  système  de  l'espace  satisfait  à  la  condition  particu- 

§3Il„ïnV  =  constante, 
a  pour  le  système  des  points  projetés  tels  que  i^  : 


intégrant,  comme  on  a  le  droit  de 
isfaite  d'une  manière  permanente  : 


)  faire  si  la  condition 


omvie  des  aires  décrites  par  les  rayons  des  points  projetés  f, 
iliées  respectivement  par  la  masse  des  points  correspon- 
de l'espace,  croit  proportionnellement  au  temps, 
t  dans  cet  énoncé  que  consiste  le  théorème  des  aires. 
)rès  ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  précédent,  ce  théorème 
pUcable  pendant  un  temps  donné  pour  un  plan  et  un  point  0 
)lan,  toutes  les  fois  que  la  somme  des  moments  des  forces 
)ures  par  rapport  à  la  perpendiculaire  au  plan  menée  par 
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ce  point   0,  est  nulle  pendant  l'intervalle  de  temps  qi 
considère. 

On  peut  présenter  ce  résultat  sous  une  forme  un  peu  difi 
en  faisant  intervenir,  non  plus  les  aires  OfiiJi'  balayâes 
rayon  0[ji,  mais  celles  0mm'  décrites  par  les  rayons  ( 
l'espace.  Ces  aires,  qui  sont  des  éléments  de  surfaces  coi 
ont  les  surfaces  Q^\i!  pour  projections,  et  l'on  peut  din 

La  somme  des  projections  des  aires  décrites  pendant  un 
donné  par  les  rayons  Om  dans  l'espace  sur  un  plan  f 
par  le  point  0,  multipliées  respectivement  par  la  masse  di 
décrivant,  croît  proportionnellement  au  temps  toutes  les  f 
la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  est  nulle  p 
ce  viême  intervalle  de  temps  par  rapport  à  l'axe  OX  pet 
culaire  au  plun  considéré. 

Si  les  forces  extérieures  appliquées  au  système  passaient 
par  le  point  0  ou  donnaient  ^seulement  une  somme  de  mi 
nulle  par  rapport  h  ce  point,  le  théorème  serait  vr^  po 
plan  passant  par  ce  point. 

Si  les  forces  extérieures  étaient  nulles,  le  théorème  aur 
pour  tous  les  points  et  tous  les  plans  de  l'espace. 

Nous  allons  obtenir  une  interprétation  encore  plus  remai 
de  ces  résultats  par  la  considération  du  plan  du  maximi 
aires. 

A  22.  Plan  du  nuuclntani  des  aire*.  —  Soient 
et  (■>'"  les  projections  sur  les  trois  plans  coordonnés  d'u 
plane  ta  de  l'espace  :  la  projection  de  cette  même  aire 
plan  P  faisant  avec  les  axes  des  angles  a,  p,  y  sera  : 

»'  C09  a  +  u*  C08  p  +  «•  cos  t; 

eu  effet,  \  ^v  étant  les  angles  que  fait  avec  les  plans  cooi 
le  plan  de  l'aire  u,  on  a  : 

u'  =  u  cos  X, 

u'  =  u  COt  |i, 
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lite,  l'expression  précédente  est  égale  à  : 

u  (COS  s  COS  X  4-  COB  ^  GOS  [L  +  G08  J  GOS  v), 

•e  à  : 

u  COS  [?,«), 

allait  démontrer. 

:,  nous  cherchons  la  somme  des  projections  de  ëSé- 
"68  planes  u,  w,,  Uj...  sur  un  même  plan  P,  nous  pour- 
enir  en  prenant  d'abord  les  sommes  ^ta',  ^u",  §(■)'"  des 
13  de  ces  aires  sur  les  plans  coordonnés  et  en  formant 
i  quantité  : 

{S"')  COB  «  +  (§«")  ces  p  +  (Su.-)  COS  T, 

près  ce  qu'on  vient  de  voir,  à  ; 

S<«cos(P,«). 
se,  déterminons  dans  l'espace  une  aire  plane  Q  par  les 


COS  B  =  ^• 

S"" 

cosC=V' 

isent,  la  première  sa  grandeur,  et  les  trois  autres  les 
B,  G  que  fait  son  plan  avec  les  plans  des  axes.  Il  est 
voir  qu'une  aire  ainsi  déterminée  aura,  sur  un  pl^" 
,e  P,  une  projection  égale  à  la  somme  des  projections 
d  sur  ce  même  plan. 
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û  Gos  (P  a)  =  Q  (cos  A  cos  a  +  GOB  B  cos  p  +  cos  C  cos  t) 

=  (S"-)  cos  «  +  {S»")  cos  p  +  {S»-)  cos  ï 

=  |§u  COS(P,  w). 

La  considération  de  cette  mre  fl  fait  bien  comprendre  com 
Tarie  la  quantité 

S-.C08(P,.), 

somme  des  projections  des  airea  w  de  l'espace,  avec  l'orient 
du  plan  P  BOT  lequel  on  les  projette. 
On  voit  évidemment  que  cette  somme,  é^le  à 

a  cos  (p,  û), 

est  tODJonrs  susceptible  d'un  maximum  correspondant  an  cf 
le  plan  P  coïncide  avec  celui  de  l'aire  û,  et  qu'elle  devient 
pour  tout  plan  perpendiculaire  à  celui-là  (en  supposant, 
entendu,  certaines  aires  projetées  négatives). 

Le  plan  de  l'aire  û  a  reçu  pour  cette  raison  le  nom  car 
ristique  de  plan  du  maximum  des  aires. 

Appliquons  ces  considérations  purement  géométriques 
question  de  Mécanique  qui  nous  occupe. 

Pour  cela,  noua  n'avons  qu'à  multiplier  chacune  des  sur 
élémentaires  Omm'  par  le  facteur  représentant  la  mass 
point  décrivant  —  ce  qui  ne  modifie  en  rien  les  conclusions 
cédentes  (*)  —  et  nous  déterminerons  ainsi  un  plan  du  maxi 
des  aires  pour  un  point  0  quelconque  de  l'espace. 

Si  maintenant  ce  point  0  jouit  de  la  propriété  que  les  fi 
extérieures  du  système  donnent  par  rapport  &  lui  un  mo 
résultant  nul,  le  théorème  des  aires  sera  applicable  pour 
les  plans  passant  par  ce  point,  et  les  sommes 

s-»"'         s-"""         s»"- 


(')  Il  suffit  d'ailleurs  de  considérer  l'aire  élémentaire  décrite  par  un 
de  masse  m  comme  représentant  m  surfaces  ég^ales  superposées. 


'W^ 
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croissant  proportionnellement  au  temps,  le  plan  du  maximum  des 
aires  aura  au  point  0  une  direction  invariable. 

Si  les  forces  extérieures  sont  nullQS,  le  plan  du  maximum  des^ 
aires  aura  en  chaque  point  une  direction  fixe,  et  si  les  différents 
points  du  système  se  déplacent  à  un  instant  donné  dans  un  même 
plan,  ce  plan  étant  évidemment  le  plan  du  maximum  des  aires, 
pour  l'un  quelconque  de  ses  points,  on  voit  qu'il  doit  conserver 
une  direction  invariable  dans  l'espace  (*). 

C'est  en  appliquant  ces  considérations  à  l'étude  du  système- 
planétaire  que  Laplace  est  arrivé  à  la  détermination  du  plan 
inva/riable  auquel  on  a  donné  son  nom. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  plan  du  maximum  des  aires 
relatif  à  un  point  donné  est  aussi  le  plan  du  moment  résultant 

par  rapport  à  ce  point  des  quan- 
tités de  mouvement  géométriques 
du  système. 

En  effet,  le  moment  de  la  quan- 
tité de  mouvement  mV  d'un  point 
m,  dont  le  déplacement  élémen- 
taire est  mm,  est  égal  au  double 
de  l'aire  0mm'  divisée  par  l'élément 
de  temps  dt  et  multipliée  par  la 
masse  m,  et  son  axe  est  une  perpendiculaire  OM  au  plan  0mm'. 
La  projection  0\k\i!  de  l'aire  0mm'  sur  un  plan  quelconque  P 

est  donc  égale  à  ^ '^  ON  étant  la  projection  de  OM  sur  la 

normale  OX  au  plan  P. 

La  somme  des  projections  des  aires  analogues  à  0mm'  multi- 
pliées par  les  masses  respectives  m  des  points  décrivants  suc 
un  plan  tel  que  P  sera  donc  égale  à  la  demi-somme,  multipliée* 
par  dt^  des  projections  sur  l'axe  OX  des  moments  tels  que  OM, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  demi-projection  multipliée  par 


(*)  Résultat  éyident  d'ailleurs  par  simple  raison  de  symétrie. 
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dt  de  la  résultante  des  moments  OM,  c'est-à-dire  di 
moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  du  sysl 

La  somme  des  projections   des   aires  sera  donc 
lorsque  OX  coïncidera  avec  cet  axe,  ce  qui  prouve  que 
moment  en  question  coïncide  bien  avec  celui  du  max 
aires. 

Par  suite  encore,  lorsque  le  théorème  des  aires  s< 
cable  relativement  à  un  point  0,  c'est-à-dire  lorsque 
extérieures  donneront,  par  rapport  à  ce  point,  une  i 
moments  nulle,  l'axe  du  moment  résultfuit  des  quantité 
vement  du  système  relatif  au  point  0  aura  une  gr 
une  direction  constantes  pendant  toute  la  durée  di 
ment. 

i23.  Application  do  théorème  des  forœi 
travail  des  forces  Intèrleores.  —  Le  théorème 
vives  s'appliquant  individuellement  à  cbacun  des  ] 
système,  par  l'addition  des  équations  qn'il  fournit  on  ti 

s^fltv*  est  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 

système,  autrement  dit  la  force  vive  du  système;  fe 
sentant  respectivement  les  grandeurs  d'une  force  ext< 
d'une  force  intérieure,  a  et  ^  les  angles  respectifs  de  ( 
avec  le  déplacement  ds  de  leur  point  d'application,  les 
portent  sur  toutes  les  forces  extérieures  et  intérieures 
sur  un  même  point  :  les  signes  §  indiquent  la  sommi 
tous  les  points  du  système. 

Les  deux  termes  du  second  membre  représentent  1< 
le  travail  total  T  des  forces  extérieures,  le  second  le  tn 
9  des  forces  intérieures  du  système  pendant  l'inte 
temps  considéré. 

Cherchons  à  évaluer  le  travail  intérieur  ^. 
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ces  intérieures  étant  deux  à  deux  égales  et  opposées,  il 

.r  exemple  un  système  de  deux  forces  égales  et  contraires 

appliquées  à  deux 


y. 


points  t 
provenant  de 
leurs  actions  mu- 
tuelles. L'expres- 


9'  '"ï  î 

imune  de  la  grandeur  de  ces  deux  forces  sera  (J  54] 

m, m,  ?  {r), 

ant  par  m,  et  m,  les  masses  des  points  correspondaDts 
eur  distance  nt,  m,  :  la  direction  de  ces  deux  forces  sera 
celle  de  la  droite  m,wi,  elle-même,  en  sorte  que  pour 
lement  élémentaire  qui  amène  m,  en  m',  et  m,  en  m', 
1  du  système  des  deux  forces  intérieures  considérées 

«.'n.9('-)[^.-îîî7q.]' 

n,g,  étant  les  projections  {supposées  de  même  sens)  des 
ents  n»,m',,  m,m',  sur  la  direction  «i,m,. 
larenthèse  peut  s'écrire 


ProjectioD  de  m',  m',  sur  m,  m,  —  m,  m^, 

l'angle  de  m',  m',  avec  m,mj  doit  être  infiniment  petit, 
résulte  du  déplacement  infiniment  petit  de  cette  der- 
be,  cette  différence  peut  être  remplacée  définitivement  par 
^l^^l  avec  m,m,,  c'est-à-dire  par  dr. 
rail  élémentaire  des  deux  forces  considérées  est  donc 

m,m|fi  (r)  dr, 
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et  l'on  a  par  conséquent  pour  l'ensemble  du  système  et 
l'iDietTalle  de  temps  de  t,  à  f  : 


=rs' 


le  signe  |§  s'appliquant  &  tous  les  couples  que  l'on  peut  fi 
en  associant  les  points  du  système  deux  à  deux,  les  sig 
et  /  pouvant  être  d'ailleurs  intervertis. 

La  quantité  soumise  &  l'intégration,  formée  d'une  somii 
différentielles  exactes,  est  donc  elle-même  une  différée 
exacte,  et  si  l'on  désigne  par  $  (r)  la  fonction  primitive  dt 
et  par  ru  en  général  la  distance  de  deux  points  mi  et  i 
système,  on  pourra  écrire 


= S""  ""[*""']!!■ 


L'expression  qui  figure  entre  les  crochets  dans  le  si 
membre  représente  une  fonction  $  des  coordonnées  de  toi 
points  du  système  et  ne  contient  aucune  autre  variable  qu 
coordonnées;  on  peut  donc  écrire  : 


Ainsi,  le  travail  total  effectué  par  les  forces  intérieures 
système  pendant  un  temps  déterminé  est  égal  &  la  différenc 
valeurs  que  prend  au  commencement  et  à  la  fin  de  cet  intei 
la  fonction  S  que  nous  venons  de  détinir,  et  qui  dépend  un 
ment  des  coordonnées  des  différents  points  du  système. 

Nous  allons  reconnaître  qu'il  est  possible  d'étendre  ce  réf 
dans  une  certaine  mesure  à  l'ensemble  de  toutes  les  f 
intérieures  et  extérieures  agissant  sur  le  système  considéré. 

*  1 2'4.  Fonetlon  des  forces  t  principe  de  la  con 
-vntlon  des  forces  vItcs  t  potentiel  t  vlrlel  t  théor 
de  VUlarceau.  —  Reprenons  l'expression  de  la  fonction  S 
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ent  d'être  établie,  et  désignoDs  à  dd  instant  donné  par 

osantes  suivant  les  axes  de  la  résultante  des  forces 
is  appliquées  à  un  point  quelconque  m;  du  système.  Il 
de  vérifier  que  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  ? 
irt  aux  coordonnées  du  point  mi  sont  précisément  égalée 

3i. 

suite  immédiatement  soit  de  l'identification  de 
d«  =  S  (I.  dx,  +  g.  dy,  +  3,  dz,) 

ilcul  direct  de  l'une  des  dérivées  de  S,  -p  par  exemple, 
it  de  l'expression  : 

5  =  §mi  m»  *  (Ptt), 

1*5  r        ,    ,  àrn    ,  ,    ,  dra   .  1 

=  m,[m,pMÎi^+m.ï(r,jïiIp  + ] 

=  ï(. 

ons  s'il  existe  une  fonction  jouissant  de  propriétés 
3  pour  les  forces  extérieures  appliquées  au  système, 
ivons  vu,  au  début  de  l'étude  des  forces,  que  dims  la 
e  rationnelle  les  forces  devaient  être  toujours  et  uni- 
attribuées  à  l'actiou  de  points  matériels ,  soit  qu'on 
irer  explicitement  ces  points  dans  les  raisonnements  et 
Is,  soit  qu'on  sous-entende  leur  existence  et  qu'on 
leur  action  par  certaines  conditions  équivalentes. 
DD8  par  [j.,,  |Aj,  [JL,...  les  points  étrangers  au  système  et 
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à  l'actioa  desquels  les  forces  extér 
ï.i1i>Ci;  5ii1»>Ci"-  les  coordonnées  de 
On  conçoit  qu'on  pourra,  comme  po 
évaluer  le  travail  des  forces  extérii 
termes  telle  que  : 


=  ^'"1^1  *(p» 


Seulement,  dans  le  cas  actuel,  le  si^ 
différente  de  celle  qui  lui  était  précéi 
devra  s'appliquer  qu'aux  combinaisons 
unissant  un  point  m,,  du  système  avi 
système. 

La  fonction  F  ainsi  définie  renfer 
données  a!,,y,,ï,  ;  «uî/jiS,,-.-  des  poin 
li''  ^t^t'^ii---  ^^^  points  étrangers  ai 
le  travail  total  correspondant  à  un  in 
il  y  a  lieu  de  tenir  compte  non  seulemer 
mais  aussi  de  celles  des  Ç,  i],  I^. 

Par  suite,  si  l'on  désigne  par 

les  composantes  suivant  les  axes  de 
extérieures  appliquées  à  un  point  n 
conune  dans  le  cas  précédent  : 


Hua  si  l'on  remplace  Xf  Yi  Zj  par  1 
rentielle  du  travail  des  forces  extérieu 


dT  =  S(X«tx,  +  Y,dy 
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tient  l'expression 

S/dW  .         dW.         dF  .    \ 

'est  plus  en  général  une  différentielle  totale,  puisque  les 
intielles  partielles  de  F  par  rapport  aux  variables  qu'elle 
me  ne  figurent  pas  toutes  dans  cette  expression, 
ourra  se  faire  cependant  que  dans  certains  cas  particuliers 
ession  trouvée  soit  la  différentielle  totale  de  F,  et  il  ea 
linsî  ea  particulier  si  l'on  suppose  les  points  extérieurs 
.  immobiles,  mais  ce  sera  là  un  cas  exceptionnel. 
général  d'ailleurs,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé,  les 
I  étrangers  au  système  n'interviennent  pas  explicitement, 
forces  extérieures  se  trouvent  déterminées  par  des  condi- 
qui  tiennent  lieu  de  l'action  de  ces  points  .et  qui  permettent 
uer  pour  un  point  quelconque  mi  du  système  les  composantes 
Z(  en  fonction  des  coordonnées  xt  yt  zi  de  ce  point, 
pourra  donc  rechercher  directement,  d'après  l'expression 
tique  de  ces  composantes,  s'il  existe  une  fonction  F  de 
iZ,/ îr„i/„  5,...  dont  les  X,  Yi  Z;  soient  les  dérivées  par- 
I.  On  a  reconnu  en  Analyse  qu'un  certain  nombre  de 
ions  étaient  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit 
si  ces  conditions  sont  satisfaites,  la  fonction  F  existe,  et 
joutant  h.  la  fonction  g  relative  aux  forces  intérieures,  on 
ra  une  fonction 

F  =  F  +  S, 

uira  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  F  et  g  pour  la 
ante  générale  de  toutes  les  forces  tant  intérieures  qu'eit^- 
s  appliquées  en  un  point  quelconque  du  système, 
fonction  P,  comme  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point, 
le  nom  de  fonction  des  forces. 
juation  des  forces  vives,  où  l'on  introduit  cette  fonction, 


r 
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OU 


e— eo=T+«=F— F 


0 


en  désignant  par  0  la  force  vive  5  ^mv*  du  système. 

Elle  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Le  travail  total  effectué  pendant  un  temps  quelconque  a  pour 
mesure  la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 
des  forces. 

Si  la  fonction  des  forces  est  uniforme,  c'est-à-dire  susceptible 
d  une  valeur  unique  pour  un  système  de  valeurs  des  coordonnées 
•^0*2/0»  ^01  ^uî^p^f-  9^î  y  figurent,  le  travail  total  ne  dépend 
que  des  états  extrêmes  du  système  et  nullement  de  la  série  des 
états  intermédiaires  qu'il  a  traversés. 

Dans  ce  cas,  toutes  les  fois  que  le  système  reprend  une  même* 
situation,  la  fonction  des  forces  reprenant  la  même  valeur,  il 
doit  en  être  de  même  de  la  force  vive.  C'est  ce  résultat  auquel 
on  a  donné  le  nom  de  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives^  mais  on  voit,  par  cette  discussion  même,  avec  quelles 
restrictions  il  convient  de  l'appliquer. 

Potentiel.  —  On  donne  le  nom  de  potentiel  à  la  fonction  des 
forces  changée  de  signe.  D'après  sa  définition,  le  potentiel,  que 
nous  désignerons  par  V,  doit  satisfaire  aux  conditions  : 

V  dV 

Y=-— » 

j  dV 

X,  Yj  et  Zj  représentant  les  composantes  pour  un  point  quel- 
conque m,*  du  système  de  la  résultante  générale  de  toutes  les 
forces  appliquées  à  ce  point. 

L'équation  des  forces  vives  où  l'on  substitue  le  potentiel  à  la 
fonction  des  forces,  s'écrit  : 

6  +  V=:©^  +  Vo  =  con8tants 


1  .'        '••         u 
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et  s'énonce  en  disant  que  la  somme  des  forces  vives  et  du  potm- 
tiel  est  constante  pendant  toute  la  du/rée  du  mouvement, 

Yiriel:  théorèms  de  Villarceau.  —  On  désigne,  d'après  Clau- 
sius,  sous  le  nom  de  viriel  des  forces^  la  somme 


-ISC'^"*"!;'-^'!:^) 


étendue  à  tous  les  points  du  système  et  à  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  appliquées  à  ces  points,  les  coordon* 
nées  Xy  j/,  z  étant  celles  du  point  d'application  de  chaque  force. 

La  considération  du  yiriel  conduit  à  l'énoncé  du  théorème 
suivant  dû  à  Villarceau. 

Reprenons  l'expression  de  la  force  vive 


-=m{w^m'<m 


et  remarquons  que  l'on  a  identiquement 

d*x 


fdxy_id^(x*) 
\dt)   "2    df* 


^d?' 


en  faisant  subir  à  chacun  des  coefficients  différentiels  qui  figurent 
dans  la  Valeur  de  6  une  transformation  analogue,  on  trouve  : 


d*y 


Mais  si  l'on  désigne  par  l  la  grandeur  du  rayon  vecteur  qui 
va  de  l'origine  à  l'un  des  points  du  système,  la  première  somme 
du  second  membre  peut  s'écrire 


s 


ou 

[ml* 


d^Ç\ 
d?S^ 
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et  elle  représente  la  dérivé©  seconde  par  rappc 
SntJ',  c'est-à-dire  da  moment  d'inertie  polaire  dv 

La  seconde  somme  d'ailleurs  (à  cause  de 
ni-T^s:^^,  "*-î7r=2^)  ®^*  précisément 
des  forces,  et  l'équation  : 

qui  est  l'expression  du  théorème  de  Tillarces 
disant  que  :  La  force  vive  du  système  est  égale 
dérivée  seconde  du  moment  polaire  du  System 
viriel  des  forces. 

13S.  Somme  des  travaax  de  Ibroes  ] 
direetlOD  constante  appliquées  à  un 
points  et  proportionnelles  aux  niasses  i 

—  Un  pareil  système  de  forces  est  assimilable  ï 
pesanteur  et  admet  une  fonction  des  forces. 

En  effet  les  grandeurs  de  ces  forces  peuvent 
tées  par  des  produits  tels  que  : 


et  si  l'on  prend  leur  direction  commune  pour  cel 
leur  travail  pour  l'ensemble  du  système  aura  pi 

S  S  mgdz  =  Smg  [z  -  z,]  =  Ug  (Ç,  -  C. 

Ainsi,  le  travail  des  forces  considérées  s'obti 
pliant  par  Mg  le  cbemin  parcouru  par  le  centre 
ta  direction  de  ces  forces. 

Dans  le  cas  de  la  pesanteur,  la  quantité  Ug  { 
poids  du  système. 
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notion  des  forces  pour  le  aystème  de  forces  considérées 
le& 

ffS^  +  C. 

ésentant  par  G  une  constante  arbitraire. 

t.  Cas  d*nn  système  qal  n'est  sonmls  qa*ans 
stlons  mutnelles  de  ses  points  s*ex.erçant  sni- 
la  loi  de  Ne'^vton.  —  Lorsqu'un  système  n'est  soumis 
iction  des  forces  intérieures,  nous  avons  vu  que  la 
a  des  forces  existait  toujours  et  nous  avons  déterminé  Sii 
1 3-4).  Si  les  actions  mutuelles  des  points  du  système  sont 

âes  attractives  et  conformes  à  la  loi  de  Newton  |  ç  (r)  =  -;  J . 

iion  des  forces  sera 

3  S  s'appliquant  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux 

nts  du  système. 

langeant  de  signe  cette  expression,  on  obtient  le  potentiel. 

r.  Cas  d'un  système  &  Ualsoos  i  hypothèses  sur 
rces  de  liaison  t  définition  du  travail  virtuel  t 
àme  de  Gauasi  —  Supposons  qu'il  existe  des  liaisons 
lies  soient  assujettis  les  points  du  système  :  cela  veut  dire 
iehors  des  forces  extérieures  connues  F  agissant  sur  le 
9  et  des  forces  intérieures  *,  il  existe  d'autres  forces 
les  N,  dites  réactions,  obligeant  les  points  à  parcourir 
33  lignes,  ou  à  demeurer  sur  certaines  surfaces,  ou  à 
re  dans  leurs  déplacements  à  telle  autre  condition  géo- 
le  donnée. 

rtons-nous  à  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  du  mouvement  d'an 
latériel  qui  .n'est  pas  libre. 

i  vu  qu'en  général  les  obligations  imposées  au  point 
se  traduisaient  dans  la  mise  en  équation  de  son  mouve- 
ar  l'adjoûctioa  aux  forces  connues  d'autres  forces  incon- 
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naes  a  priori,  et  dont  la  détermination  devait  être  complétée  au 
moyen  de  certaines  hypothèses. 

Dans  les  cas  simples  auxquels  nous  avons  borné  notre  étude, 
le  point  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  fixes,  les  forces  inconnues,  auxquelles  nous  avons  donné 
le  nom  de  réactions  ont  été  supposées  normales  à  la  courbe  ou 
à  la  surface  doTvnées,  et  noua  avons  remarqué  que  cette  hypo- 
thèse revenait  à  admettre  que  la  réaction  qui  devait  effective- 
ment se  produire  représentait  un  minimum  parmi  toutes  les  réac- 
tions possibles. 

Pour  gënéraUser  la  solution  et  la  rendre  applicable  au  cas 
d'un  système  de  points  en  nombre  quelconque  et  de  liaisons 
d'une  nature  plus  complexe,  on  est  conduit  à  donner  à  l'hypo- 
thèse précédente  une  forme  un  peu  différente. 

On  a  recours  à  cet  effet  à  la  considération  du  travail  virtuel, 
qu'il  importe  dès  à  présent  de  bien  définir. 

Les  forces  appliquées  à  un  système  matériel  sont  des  gran- 
deurs géométriques  de  positions  déterminées  dans  l'espace,  et 
les  travaux  de  ces  forces  pour  des  déplacements  donnés  de  leurs 
points  d'application  sont  des  produits  de  lignes  que  l'on  peut 
considérer  et  calculer,  abstraction  faite  de  l'idée  du  déplacement 
mécanique  des  points  qui  nous  a  conduits  à  définir  ces  travaux. 

Ainsi,  mF  étant  une  grandeur  géométrique  quelconque 
m  F.  mm'  ces  a, 

sera  le  travail  de  m  F  pour  un  déplacement  virtuel  mm'  du  point 
géométrique  m,  a,  représentant  l'angle  que  fout  entre  elles  la 
direction  mY  et  celle  de  mm'. 

En  appelant  virtuel  le  déplacement  du  point  m,  on  veut  dirt 
que  ce  déplacement  ne  se  produit  pas  en  réalité  et  n'est  qu'une 
grandeur  géométrique  infinitésimale  servant  à  former  la  quantité 
mF.  inm'  cos  a,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  travail  virtue 
pour  indiquer  tout  &  la  fois  l'analogie  et  la  profonde  différenct 
qoî  existent  entre  cette  quantité  et  le  travail  réel  d'une  force 

Cela  posé,  si  l'on  revient  à  là  question  précédente,  on  recon- 
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sans  peine  que  les  hypothèses  faites  sur  les  réactions  dans 

as  d'un   point  mobile  sur  une  courbe  ou  sur  une  suiface, 

ent  se  résumer  en  disant  que  pour  tous  les  déplacements 

iatibles  avec  les  liaisons,  le  travail  virtuel  des  réactions  doit 

nul.  En  effet,  pour  tout  déplacement  virtuel  effectué  sur  la 

be  ou  sur  la  surface,  le  travail  d'une  réaction  normale  à  celle 

be  ou  à  cette  surface  est  évidemment  nul,  et  réciproqne* 

;,  si  ce  travail  est  nul  pour  tous  les  déplacements  admis- 

s,  la  condition  de  perpendicularité  en  résulte. 

us  cette  dernière  forme,  l'hypothèse  faite  sur  les  aréactions 

le  cas  du  point  mobile  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface, 

s'étendre  sans  difficulté  aux  forces  de  liaison  quelconques 

leuvent  affecter  un  système  matériel. 

>U8  admettrons  donc  que,  dans  un  pareil  système,  pour  Knu 

tcement  compatible  avec  les  liaisoTis  la  somme  des  travaux 

tels  des  forces  de  liaison  est  nulle. 

ùs  l'hypothèse  ainsi  formulée  est  susceptible  d'une  antre 

prétation  indiquée  par  l'illustre  géomètre  Gauss  et  quicons- 

une  propriété  remarquable  du  mouvement  que  l'on  étudie. 

I  a  vu  (S  O)  que  la  déviation  d'un  point  mobile  éttùt  égale 

dt* 
1  accélération  multipliée  par  le  facteur  -3-  :  cette  déviatioD 

lonc  égale  à  la  force  résultante  qui  prodnit  le  mouvement 

iplié  par  s — >  et  l'on  peut  aussi  la  considérer  comme  U 

ne  géométrique  de  déviations  composantes  respectivement 
)S  aux  produits  des  forces  composantes  par  ce  même  facteur 
"entiel. 

Qsi  dans  le  cas  d'un  point  m  animé  au  temps  t  d'une  vitesse 
soumis  ft  des  forces  connues  ayant  une  résultante  F  et  b 
orces  de  liaison  ayant  une  résultante  N,  le  déplacement  du 
,  au  bout  du  temps  dt  s'obtiendra  en  ajoutant  géométrique- 

.  à  mm,  ou  ^dt  une  déviation  m,  ^,  ou  i  égale  à  -s —  et  tme 
ition  y.m  ou  B  égale  à  -^ — 
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Soit  Ta"  une  position  différente  de  m'  que  les  liaisons  auraient 

^lUji  permis  au  point  m  d'occuper 

à  Tépoque  t  +  dt.  Pour  le  dé- 
placement 'ïï\!')r\!'  compatible 
avec  les  liaisons,  le  travail 
virtuel  de  la  force  N  sera  : 


Nm'm"  cos  a, 

en  désignant  par  a  l'angle  pi. m' m",  et,  d*après  l'hypothèse  géné- 
rale énoncée  plus  haut,  on  doit  avoir  tous  les  points  d'un  système 
et  tous  les  déplacements  tels  que  m' m* : 


j^Nm'm"  cos  a  =  0, 

ou  bien  en  multipliant  par  -^  tous  les  termes  de  cette  équation  : 


j^mô.  7n'  m"  cos  a  =  0. 

Mais  si  l'on  désigne  par  do  la  variation  différentielle  que  subit 
la  déviation  8  lorsque  Ton  passe  de  la  position  m'  à  la  position 
m^j  et  si  Ton  suppose  que,  les  autres  points  de  la  figure  restant 
fixes,  le  point  m"  se  rapproche  indéfiniment  du  point  m\  la 
quantité  m' m"  cos  a  représente  visiblement  d3  à  la  limite,  et 
Téquation  précédente  revient  à 


c'est-à-dire  que 


§m8.  d8  =  0, 


d.  Sm8«  =  0,. 


C'est  dans  ce  résultat  que  consiste  le  beau  théorème  énoncé 
par  Gauss,  de  la  manière  suivante  : 

Le  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux 
d'une  manière  quelconque  et  soumis  à  des  influences  quelconques 

17 
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fait,  à  chaque  instant,  dans  le  plus  parfait  accord  possible 
PC  le  mouvement  qu'ils  auraient  s'ils  devenaient  tous  libres, 
st'à-dire  avec  la  plus  petite  contrainte  possible,  en  prenant 
ur  mesure  de  la  contrainte  subie  pendant  iln  instant  inpni- 
'nt  petit,  la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  point 
r  le  carré  de  la  distance  dont  il  s'écarte  de  la  position  qu'il 
rait  prise  s'il  eût  été  libre  (*). 

Nous  devons  encore  observer  que  si  les  conditions  de  liaisons 
iblies  entre  les  points  d'un  système  étaient  fonctions  du  temps, 

déplacements  virtuels  tels  que  m'm"  pour  lesquels  le  travail 
i  forces  de  liaison  serait  supposé  nul,  devraient  être  calculés  en 
jsant  le  temps  invariable.  En  effet,  dans  le  raisonnement  pré- 
lent, on  a  supposé  qu'en  vertu  des  liaisons,  les  deux  positions 

et  m"  attribuées  successivement  au  point  mobile  pouvaient 
e  o.ccupôes  par  ce  point  au  temps  I  +  dt,  c'est-à-dire  à  une 
me  époque  ["). 

h  1 S  S.  Théorème  de  la  moindre  action  dane  le  cas 
a  sy-BtèmeB  matérlela.  —  Lorsqu'un  système  matériel  se 
nsporte  d'une  situatioti  S,  dans  une  situation  S,  sous  l'action 
forces  F  déterminées  par  une  fonction  des  forces  F  susceptible 
■ne  valeur  unique  pour  chaque  point  de  l'espace,  si,  par  l'adjonc- 
n  de  forces  de  liaisons'^  satisfaisant  à  la  condition  énoncée  au 
'cèdent  paragraphe,  on  modifie  la  série  des  positions  intermÉ- 
'dres  occupées  par  le  système  entre  les positioJis  extrêmes  S,  et 
l'intégrale 

I  =  C   r  '  mvds 
ine  valeur  minimum,  dans  le  cas  oii  les  forces  de  liaisons  sont 


)  Celte  position  est  celle  qui  correspond  au  point  {i  dans  la  figure  précé- 

le: 

*)  Nous  aurons  occasion,  k  propos  du  théorème  de  d'Alembert,  de  revenir 

cetle  imporlanle  remarque. 
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%d  le  système  est  libre  et 
es  F. 
Le  théorème  sera  démontré  si  Qous  proavoDS  i 


-•SX" 


résultant  d'une  modification  infinitésimale  quelco 
N  est  nulle  lorsque  les  forces  N  sont  égales  à  zér 
Or  la  variation  porte  à  la  fois  sur  le  facteur 
leur  ds  pour  chaque  élément  de  l'intégrale,  et  ce 
î.  S  ^*'  /  peuvent  être  permutés,  on  a  : 


Remplaçons  ds  par  vdt  dans  la  première  inté; 
sortir  le  facteur  commun  dt  du  signe  §  :  cette  int 

r'jiJdlmwSD    c'est-à-dire     j    ' dti^ 

Mais  par  hypothèse 

5  vmu'  =  F  +  constacte. 
donc 

d'ailleurs,    en    désignant  par  X,  Y,  Z   les  déri 


(')  Avec  certaines  restriclions  cependant,  car  on  sail  qi 
la  différentielle  première  est  nulle  ne  passe  effectivement 
ou  miDimum  que  si  sa  différentielle  seconde  est  différent* 
être  question  que  d'un  minimum  dans  le  cas  actuel,  ca 
allongeant  le  parcours  des  différents  points  on  doit  pou 
volonté  la  valeur  de  l'intégrale. 
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lUX  coordonnées  de  l'un  des  points  du  système,  ou,  ce  qui 
m  même,  les  composantes  de  la  résultante  des  forces  F 
)s  à  ce  point  : 


ds 
onde  intégrale,  où  l'on  remplace  v  par  -^  devient  : 

A.   IS""^    «est-à-d.re    j^^   |^m^. 

8  ds*  =  2  (dxEdx  +  dj/Bdy  +  dzidz), 
=  2ldzdSx  +  dydSx  +  dzdlz). 

tuant  dans  l'intégrale,  il  vient  : 

itégrant  par  parties  : 

enfin 

•■=[s™(S'-i'-i-)];' 

•"S[(^-S)"H-(v-™^»>.  +  (z-».S)«4 
iremierterme  de  si  est  nul,  puisque  3ir,  S  j/ et  î a  sont  nuls 
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anx  limites,  et  le  second  terme  s'annule  également  si 
meot  du  système  s'effectue  sous  l'action  des  seules  fo 
alors  on  a  pour  chaque  point 


„d'y 


=  Y 


et  par  suite,  quels  que  soient  Sx,  iy  et  Se,  les  élémeol 
grale  sont  tous  égaux  à  zéro. 
Le  théorème  de  la  moindre  action  se  trouve  ainsi  dé 

iSO.  Equilibre  des  forces  appliquées  & 
tème  de  poluts  matériels.  —  On  dit  qu'un  s 
forces  appliquées  à,  un  système  de  points  matériels  e 
libre,  lorsque  ces  forces  sont  telles  que  le  système  étai 
leur  action  ne  le  fait  pas  sortir  de  cet  état  de  repos. 

Les  forces  qui  composent  un  pareil  système  pe 
toutes  connues  ou  se  diviser  en  forces  connues  et  lii 

130,  ÉqulTalence  de  deux  systèmes  d 
extérieures.  —Soient  (S)  et  (S'}  deux  systèmes  de  f 
rieures  appliquées  à  un  même  système  matériel.  Ces 
tèmes  sont  dits  équivalents  lorsque  le  système  form 
forces  (S)  auxquelles  on  adjoint  les  forces  (S')  changéi 
donne  en  l'appliquant  au  système  matériel  considéré  v 
de  forces  en  équilibre. 

Supposons  deux  systèmes  de  forces  extérieures  f 
appliqués  successivement  à  un  même  système  matérie 
les  mêmes  conditions  initiales,  et  considérons  en  par 
forces  appliquées  à  un  point  m  de  masse  m. 

Ces  forces  ont  une  résultante  F  dans  le  premier  cas, 
tante  F  dans  le  second,  et  comme  l'ensemble  des  1 
—  F  doit  laisser  en  repos  le  point  m  supposé  en  rep 
avoir  nécessairement 

F— 1^=0, 

caries  forces  intérieures,  qui  ne  dépendent  que  de  I 
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:  des  points  du  système  et  que  l'adjonction  de  telle  ou  telle 
îtérieure  ne  peut  modifier,  doivent  donner  de  leur  côté 
ultante  nulle  sur  le  point  m,  puisque  ce  point  était  sup- 
n    repos  avant    l'action   des    forces  extérieures   consi- 

,  dans  le  cas  général  des  systèmes  matériels  quel- 
3,  deux  systèmes  de  forces  équivalents  sont  nécessai- 
identiques,  puisqu'ils  comportent  pour  chaque  point  du 
e  des  résultantes  égales  :  ils  doivent  donc  produire  le 
mouvement  élémentaire  lorsqu'on  les  applique  au  même 
1  de  points,  avec  des  conditions  initiales  identiques, 

1 .  Tfaéoréme  du  travail  virtuel.  —  Si  des  form 
t  sur  un  système  sont  en  équilibre,  la  somme  de  levn 
;  pour  un  déplacement  virtuel  quelconque  doit  être  nulle, 
roquement  si  cette  condition  est  vérifiée,  les  forces  consi- 
ont  en  équilibre. 

ïet,  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  point  en  particulier 
fournir  une  résultante  nulle  {sans  quoi  le  point,  supposé 
■s  ne  resterait  pas  au  repos).  Donc  la  somme  des  travaus 
forces  pour  tout  déplacement  virtuel  du  point  doit  être 
e  qu'on  exprime  par  l'équation 

1  S  devant  être  étendu  à  toutes  les  forces  qui  agissent 
loint  considéré  et  Ex,  Sy,  Ss  représentant  des  accroisse- 
irtuels  quelconques  de  ses  coordonnées, 
nt  la  somme  de  toutes  les  équations  analogues  pour  tous 
■ts  du  système,  on  arrivera  à.  la  relation 

gne  §  s'étendra  à  tous  les  points  du  système  et  qui  sera 
pour  tous  les  déplacements  possibles  Sx,  Bi/,  Ss  de  chacun 
joints. 
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Réciproquement,  si  cette  conditi* 
soient  les  ^,  Sy,  Bs  qui  y  figurent,  elle  i 

2X  =  0, 
2ï  =  0, 

2z  =  o, 

c'est-à-dire  qu'elle  revient  à  écrire  i 
des  forces  appliquées  à  ce  point  et 
exprimer  l'équilibre  du  système  de 

Le  théorème  de  travail  virtuel  tel  q 
et  de  le  démontrer  aurait  peu  d'impt 
cette  forme  générale,  ptiisqu'il  revii 
au  moyen  d'une  formule  un  peu  diffère 
de  chaque  point. 

Mais  dans  le  cas  des  systèmes  & 
systèmes  solides,  l'application  de  c( 
grande  importance,  ainsi  que  nous  ai 
naître  dans  la  suite,  parce  qu'il  per 
liaison  des  équations  de  l'équilibre. 

iSa.  Cas  d*ao  mywtAma  k  lii 

syslèmes  à  liaisons,  si  les  forces  de 
Ihdse  générale  du  §  i  Ht,  il  suffit  à 
travail  virtuel  aux  forces  intérieures 
forces  de  liaisons  et  aux  seuls  dêj. 
tibles  avec  les  liaisons  (*). 

Supposons  en  effet  la  condition  du 
cette  manière  :  le  système  au  repos  i 


(')  On  dpit  observer  que,  dana  le  cas  de  l'i 
Ws  auxquelles  les  poinls  peuvent  être  fore 
ment  fixée,  et  que  plus  généralement  toutes 
doivent  être  indépendantes  du  temps.  Les  < 
donc  en  un  certain  nombre  de  relations  ne 
tantes  connues  que  les  cordonnées  des  point 


^ 
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repos.  Car  s'il  prenait  un  déplacement  quelconque,  ce  dépla- 
lent  serait  compatible  avec  les  liaisons,  et  en  appliquant  le 
)rème  des  forces  vives  dans  lequel  les  forces  de  liaison 
itrent  pas,  on  aurait  : 

t-à-dire 

$mvdv  =  0, 

jque  le  second  membre  doit  être  nul  d'après  le  théorème  du 
l'ail  virtuel  dont  la  condition  doit  être  vérifiée  par  hypothèse 
r  ce  déplacement  particulier. 

Ir  mvdv  est  la  demi-différentielle  de  mu',  l'équation  précé- 
te  exprime  donc  que 

;omme  §mu'  était  nul  quand  le  système  était  au  repos,  cette 
,ntité  dont  la  différentielle  est  égale  à  zéro,  ne  peut  cesser 
;re  nulle.  Mais  ^mv*  est  une  somme  de  quantités  toutes 
itives  qui  ne  peut  être  nulle  que  si  chacun  des  termes  qui 
composent  s'annule  séparément.  Donc,  pour  chaque  point, 
',  et  par  suite  v,  est  égal  à  zéro,  ce  qui  prouve  que  le  sys- 
le  a  dû  rester  au  repos  comme  nous  nous  proposions  de  le 
îontrer. 

léciproquement,  si  les  forces  extérieures  F  agissant  sur  le  sys- 
le,  jointes  aux  forces  intérieures  •!>  et  aux  forces  do  liaison  N 
t  en  équilibre,  le  système  supposé  au  repos  doit  rester  aa 
os,  et  par  conséqueut  on  doit  avoir  pour  chacun  de  ses 

nts  : 

comme  les  forces  N  donnent  par  hypothèse  une  somme  de 
?aux  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  llai- 
is,  on  aura  pour  tout  déplacement  {hx,  iy,  iz)  de  cette  nature 
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et  pour  Tensemble  du  système  : 

§2  travaux  de  F  +  §2  travaux  de  4>  =0, 
c'est-à-dire  Téquation  du  travail  virtuel  : 

S2(X8x4-Y8y  +  Z8z)=0, 

telle  que  nous  l'avons  établie  au   commencement  de  ce  para- 
graphe. 

Dans  le  cas  où  le  système  de  forces  auquel  on  applique  le 
théorème  du  travail  virtuel  admet  un  potentiel,  la  condition 
d'équilibre  imposée  par  ce  théorème  exprime  que  la  différentielle 
du  potentiel  est  nulle  et  qu'en  conséquence  cette  fonction  doit 
être  maximum  ou  minimum  pour  tous  les  déplacements  virtuels 
que  Ton  considère. 

133.  Théorème  de  d'Alembert.  —  Dans  un  système 
de  points  en  mouvement^  la  somme  des  travaux  des  forces^  y  com- 
pris  pour  chaque  point  la  force  d'inertie^  doit  être  nulle  pour 
un  déplacement  virtuel  quelconque,  et  réciproquement  si  cette 
condition  est  vérifiée  par  un  système  de  forces  d'inertie^  ce  sys' 
tème  de  forces  d'inertie  est  celui  qui  convient  effectivement  au 
mouvement  du  système. 

Dans  le  cas  d'un  système  à  liaisons^  il  n'y  a  lieu  d^appli^ 
quer  l'équation  de  d'Alembert  qu'aux  forces  intérieures  et  exté- 
rieures autres  que  les  forces  de  liaison  et  aux  seuls  déplacements 
virtuels  compatibles  avec  les  liaisons» 

Le  théorème  de  d'Alembert  n'est  que  le  théorème  du  travail 
virtuel  étendu  au  cas  où  les  forces  ne  se  font  pas  équilibre  par 
Tadjonction  des  forces  d'inertie  telles  que  nous  les  avons  définies 
au  paragraphe  TS. 

On  constitue  ainsi  un  système  fictif  de  forces  en  équilibre, 
auxquelles  les  considérations  précédentes  sont  applicables  sans 
difficulté,  dans  le  cas  du  moins  où  il  n'y  a  pas  de  liaisons. 
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Plaçons-nous  d'abord  dans  cette  dernière  hypothèse  :  il  est 
évident  que  la  condition 


«S[(2^-"'3?)"+(2'-»S)"+(2^-»S)"]= 


0 


sera  bien  vérifiée  pour  tous  les  déplacements  virtuels  possibles 

si  la  force  d'inertie  —  m  -r-ï?  —  m  -7^»  —  ^-tiï  attribuée  à 

dr  dt^  dr 

chaque  point  est  bien  celle  correspondant  au  mouvement  déter- 
miné par  les  forces  intérieures  et  extérieures  5;X,  2 Y  et  VZ 
agissant  sur  ce  point  :  car  alors  cette  force  d'inertie  ajoutée  aux 
forces  dont  2^>  2Y  et  ^Z  sont  les  composantes  donne  pour 
chaque  point  du  système  une  résultante  nulle. 

Et  réciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite  pour  tous 
les  déplacements  virtuels  possibles,  il  en  résulte  qu'on  doit  avoir 
pour  chaque  point  : 

m 


d«« 


=2x, 


mS  =  2''' 


d\z 
dt* 


m^.  =  ^Z, 


et  par  conséquent  les  forces  d'inertie  figurant  dans  l'équation  (1) 
sont  bien  celles  qui  conviennent  au  mouvement  produit  par  le 
système  des  forces  données. 

Le  théorème  de  d'Alembert  ainsi  entendu  revient  à  écrire 
individuellement  les  équations  du  mouvement  de  chaque  point, 
comme  le  théorème  du  travail  virtuel  revenait  à  écrire  indivi- 
duellement les  équations  de  son  équilibre. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  difficulté  que  dans  le  cas  des  liaisons,  et 

dans  ce  cas  encore  on  vérifie  aisément  la  première  partie  du  théo- 

UiX  d  ij  d 

rème.  En  effet  si  — m-rr' — ^-7-?  et  — m-r4  sont  les  forces 

dt*  dû*  dt* 

d'inertie  que  déterminent  pour  l'un  des  points  du  système  les 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE  267 

forces  intérieures  et  extérieures  (X,  Y,  Z)  et  les  forces  de  liaison, 
il  est  évident  que  1%  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  ces 
forces,  réelles  et  fictives,  sera  nulle  pour  un  déplacement  virtuel 
quelconque- et  qu'en  particulier  il  en  sera  de  même  pour  tout 
déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons.  Mais  dans 
ce  dernier  cas,  en  faisant  la  somme  des  équations  ainsi  obtenues 
pour  tous  les  points  du  système,  les  forces  de  liaison  dispa- 
raissent, puisqu'elles  donnent  par  hypothèse  une  somme  de  tra- 
vaux nulle,  et  l'on  retrouve  l'équation  (1): 

")S[(2^-«|-')'-(2^-"S)'»H2^-'»S)H=«- 

On  reconnaît  ainsi  que  les  accélérations  ■-T-^^  -Âi  -tjï  que 

reçoivent  les  différents  points  du  système  satisfont  bien  à  l'équa- 
tion de  d'AIenibert. 
La  réciproque  est  moins  aisée  à  établir.  Elle  consiste  en  ce  que 

„  dV,    d'y,    d*z,    d*x, 

SI  un  système  d  accélérations  telles  que  —r-i  —rh  —rri\  -rs  ' 
dt        dt       ai        dt 

-^-  -j^rr-'  fitc.,  attribuées  aux  différents  poiilts  (.t,,  i/,,  s,), 

Kf  y,,  ïj...  du  système  satisfait  à  l'équation  de  d'Alerabert 
pour  tout  déplacement  virtuel  8j,,  a^i,  S:,;  Sj,,  Si/,,  î:,...,  etc., 
compatible  avec  les  liaisons,  ces  accélérations  sont  précisément 
celles  que  prennent,  dans  les  circonstances  initiales  données,  les 
points  du  système  sous  l'action  des  forces  X,  Y,  Z,  qui  entrent 
dans  l'équation. 

On  l'aura  démontré,  si  l'on  prouve  que  l'application  de  l'équa- 
tion de  d'AIembert  à  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les 
liaisons  suffit  pour  définir  un  système  d'accélérations  unique. 

Or  si  nous  désignons  par  n  le  nombre  des  points  du  système, 
le  mouvement  élémentaire  de  ces  points  sera  connu  si  l'on  peut 
exprimer  en  fonction  de  leurs  coordonnées  respectives  et  de 
leurs  vitesses  initiales  les  Zn  composantes  de  leurs  accéléra- 
tions. 
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ms  que  les  cond 
A  équations  en 


ttions  (où  peut  a 
raplus  pourréso 
t  nous  allODS  faî 

,  puisque  les  depiacemenrs  virtueis  ex,,  oy,,  es,  j  ex,, 
etc.,  qui  figurent  dans  les  équations  de  d'Alembert 
is  à  la  seule  condition  de  satisfaire  aux  équations  (3), 
itiant  ces  équations  (sans  y  faire  varier  la  lettre  t, 
remarque  du  S  tUTt),  on  obtiendra  k  relations  de  la 


,  dL, .      ,  dL.,      ,  dL, ,         dL, . 
.  dL,,       ,  dL,,  dL,,  dL,-       , 


ttent  d'éliminer  k  déplacements  virtuels  tels  que  ix^, 
les  exprimant  linéairement  en  fonction  des  3  »  —  k 

mt  ces  valeurs  dans  l'équation  de  d'Alembert,  elle  ne 
i  plus  que  3  n  —  k  diftérentielles  virtuelles  et  elle  se 
omposée  linéairement  avec  ces  différentielles.  Elle  sera 
forme 

M3x™  +  N  3x,  +  PS  y,  +  QBz,  + =  0, 

lie,  et  comme  les  3  »  —  k  différentielles  8x.,  Sx,,  5^,, 
.,  qui  subsistent  dans  cette  équation  sont  absolument 
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arbitraires,  elle  se  décomposera  en  3  n  —  /(  équations  : 

M  =  o, 
(*)  N  =  0, 

P=0,  elc-, 

qui,  jointes  aux  A;  équations  (2),  formeront  un  système  de  3  )i 

équations,  détenninant  pour  les  dérivées  secondes-j-jî-i—TTîi--- 

un  système  de  valeurs  unique  ("). 

Il  est  important  d'insister  sur  la  différence  qui  existe  entre  les 
déplacements  virtuels  5x„  Si/,,..,  etc.,  et  les  déplacements  réels 
dx^,  dy^ .  . .  des  mêmes  points.  Ces  derniers  déplacements  satis- 
font, eux  aussi,  à  des  équations  qu'on  obtient  en  différentiant  les 
relations  (2)  ;  maïs,  dans  ce  dernier  cas,  la  différentiation  des 
relations  (2)  doit  être  faite  en  supposant  le  temps  t  variable.  On 
trouve  fùnsi  des  équations  de  la  forme  : 


rfL, 


'^'+^''y^^ -=^'*'  = 


qui  ne  se  confondraient  avec  celles  précédemment  obtenues  que 
si  le  temps  ne  figurait  pas  dans  les  équations  de  liaison.  C'est 
dans  ce  cas  seulement  que  les  déplacements  réels  se  présente- 
ront comme  cas  particuliers  des  déplacements  virtuels  entrant 
dans  l'équation  de  d'Alembert  ("). 


C)  Ce  syslème  est  uaique  en  raison  de  la  forme  linéaire  des  équatioiu 
fournies  par  la  différentiation  des  équations  (S)  et  par  les  équations  (4). 

I")  Supposons,  pour  éclaîrcir  encore  ce  point,  qu'une  des  équations  de  liai- 
son (2'  consiste  dans  l'obligation  pour  le  point  m,  (x,,  y„  ;,),  par  exemple, 
de  se  mouvoir  sur  une  surface 

{")  ç(x„y„z„t)  =  0 

mobile  elle-mêrae  dans  l'espace.  A  un  instant  donné,  la  force  de  liaison  N 
sera  normale  à  ia  position  S  qu'occupe  ia  surface  &  cette  époque.  C'est  donc 
UQ  déplacement  virtuel  tangent  à  ta  surface  S  qu'il  convient  d'attribuer  au 
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ïteurs  )., ,  )i,. . . ,  fournissent  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
détermination  complète  de  ces  forces  auxquelles  on  donne 
elquefois  le  nom  de  temion  des  liens. 

*  1 3S.  Autres  énoncée  du  tliéorémede  d*Aleiiibertt 
>BervatlonrB   sur  l'application  de  ce  théorème.  — 

théorème  de  d'Alembert  s'énonce  quelquefois  en  disant  que 

ns  U7i  système  en  mouvement,  il  yaà  cliaque  instant  équilibre 
l'aide  des  liaisons  entre  les  forces  intérievres,  les  forces  exté- 
•ures  connues  et  les  forces  d'inertie  du  système.  Cet  énoncé 
!St  qu'une  expression  un  peu  différente  de  l'équation 

S[(2-»S)«-(2v-™S)^»Hi:-"S)-]="' 

langage  ordinaire. 

Si  l'on  multiplie  par  dl  tous  les  termes  de  cette  équation,  on 
ut  l'écrire  : 

S[(2x..-».(g)),.+(2v..-^<g))., 
-(2^--"<l))-]=»- 

Les  quantités  telles  que  Xdt  sont  des  impulsions  élémentmres, 
pour  l'un  quelconque  des  points  du  système,  les  sommes 

VXd(        V^di        "^làt 

it  les  composantes  suivant  les  axes  des  accroissements  élémen- 
res  que  prendrait  la  quantité  de  mouvement  de  ce  point  pen- 
at  le  temps  d(  si  les  forces  F  (X,  Y,Z)  agissaient  seules. 
Les  quantités 


«<!)  -(S)  •"<§)■ 
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sont  au  contraire  les  accroissements  élémentaires  que  prend 
efTectivement  la  quantité  de  mouvement  du  point  considéré  sous 
l'action  des  forces  F  et  des  forcés  de  liaison. 
On  peut  donc  dire  que  les  parenthèses  telles  que  . 


(2-'— (D) 


sont  les  quantités  élémentaires  de  mouvement  perdues  ou 
gagnées  par  un  point  du  système  par  l'effet  des  liaisons,  et  le 
théorème  de  d'Âlembert  peut  s'énoncer  en  disant  que  dans  un 
système  en  mouvement  ily  a  à  chaque  instant  équilibre,  d  l'aide 
des  liaisons,  entre  les  quantités  élémentaires  de  mouveTnent 
perdues  ou  gagnées  par  les  différents  points  du  système. 

On  ne  doit  jamais  oublier,  lorsqu'il  s'agit  d'appliquer  le 
théorème  de  d'Alembert,  les  restrictions  que  comporte  la  démons* 
tration  de  ce  théorème.  Cette  démonstration  n'est  applicable 
qu'aux  systèmes  pour  lesquels  la  somme  des  travaux  des  forces 
de  liaison  est  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons. 

D'ailleurs,  les  forces  de  liaison  devant  toujours  représenter  les 
actions  de  points  matériels  (intérieurs  ou  extérieurs  aii  système] 
sur  les  points  du  système  (S  51),  et  ces  actions  ne  pouvant  se 
modifier  que  si  les  positions  relatives  des  points  se  modifient  elles- 
mêmes,  lorsqu'on  imagine  certaines  liaisons,  il  y  a  toujours  lieu 
de  vérifier  si  la  nature  de  ces  liaisons  est  compatible  avec  les 
principes  fondamentaux  de  l'étude  des  forces.  Nous  aurons  occa- 
sion de  revenir  et  d'insister  sur  ce  point  à  propos  des  systèmes 
solides. 

Remarquons  enfin  que  l'équation  de  d'Alembert,  revenant  & 
^aler  à  zéro  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  autres 
que  les  liaisons  (y  compris  les  forces  d'inertie}  pour  tous  les 
déplacements  virtuels  compatibles  avec  ces  liaisons,  on  pourra, 
dans  certaines  questions,  évaluer  ces  travaux,  non  pas  au  moyen 
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ectangulaires,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  jus- 
fonction  d'un  certain  nombre  de  paramètres 
a  nature  des  liaisons  données,  de  manière  à 
lement  à  la  formation  des  termes  dans  lesquels 
'6  de  l'équation  (1)  se  décompose,  et  qui  doivent 
égalés  à  zéro.  On  trouvera  dans  les  applications 
ivant  un  exemple  de  calcul  de  ce  genre. 

îatlon  À  quelques  exemples.  —  Premier 
sidérons  le  cas  très  simple  d'un  système  formé 
de  deux  points  m  et  m',  de  masses  m 
et  m',  assujettis  à  rester  à  une  distance 
constante  l'un  de  l'autre  (').  Admettons, 
pour    simplifier,    que  ces  points  soient 
initialement  au  repos  et  supposons  qu'une 
force  verticale  constante  mg  soit  appli- 
—r     quée  au  point  vi.  Le  système  évidem- 
ment ne  sortira  pas  du  plan  vertical  pas- 
1  rapportant  donc  le  mouvement  à  deux  ases, 
itre  horizontal,  situés   dans  ce  plan,  on  aura 
e  d'Alembert 


le  cas  actuel  que  ce  sont  les  forces  in  J^rietire«ré8uil«ni 
âes  deux  pointa  qui  constituent  la  liaison  et  rendeoi  la 
linlB  invariable.  A  priori  cette  supposition  semble  fn 
principe  de  la  MécsDÎque  d'après  lequel  l'action  mulnelli' 
pend  que  de  la  masse  de  ces  points  et  de  leur  disunc^' 
)na  plus  loin  à  propos  des  solides  comment  cette  hypo- 
ifiée.  On  doit  remarquer  aussi  que,  dans  l'exemple  en 
de  liaison  satisfont  bien  aux  conditions  de  la  ibéorie 
30ur  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  la 
m  et  m'  restant  invariable,  fa  somme  det  iTanvx 
.leèiëro(giai). 
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9  la  droite  mm'  autour  de  G,  probldme  dont  nous  indi- 
i  solution  à  propos  des  solides. 

problème.  —  Moitvement  de  deux  points  m  et  m',  de 
masses  m  et  m'  assujettis  à  se  mouvoir 
sur  deus!  droites  fixes  A.  et  B  et  soumis 
uniquement  à  leur  action  mutuelle  di' 
rigée  suivant  la  droite  qui  les  joint  ft 
proportionnelle  à  leur  distance: 

Soit  ab  ou  d  la  plus  courte  distance 
des  deux  droites  A  et  B,  9  l'angle  qu'elles 
font  entre  elles,  r  la  distance  variable 
mm'  des  points  mobiles.  Prenons,  pour 
caractëiiser  la  position  de  ces  points, 
au  lieu  de  coordonnées  ordinaires,  les 
longueurs  am  et  bm'  que  nous  désigne- 
rons par  X  et  y.  En  menant  par  m  la 
égale  et  parallèle  à  ab,  on  aura,  par  ta  considéra- 
angle  rectangle  mpm', 

r*  =  d*  +'pm'*  =  d'  +  x'  +  y*  —  2  xy  ces  9. 

ment,  un  déplacement  virtuel  quelconque,  compatible 

isons,  s'obtiendra  en  faisant  varier  xety  d'une  façon 

et  en  déterminant  la  variation  de  r  au  moyen  de 

1). 

i  le  travail  virtuel  correspondant  à  un  déplacement  de 

le  travail  se  composera  : 

.vailde  la  force  d'inertie — m-T-^du  point  m,  égal 


-&E, 


m'  2.  * 


'r^y, 
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3' Du  travail  des  actions  mutoi 
à  —  mm'  (p  (r)  5r,  en  désignant  par  ç 
représenter  la  loi  d'attraction. 

L'équation  de  d'ÂIembert,  qui  cons 
de  ces  travaas,  s'écrira  donc  : 

En  7  remplaçant  Sr  par  la  valeur 
gj._(jc-l/COsfl)  Bj:  +  f 

déduite  de  la  relation  (1),  on  trouve 
;  +  m  m'  (X  —  y  I 


dV^ 


et  comme  Zx  et  hj  sont  absolument  i 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


di* 


-y  coi 


+  m  (ij  —  xeoi 


qui  sont  les  équations  du  problème, 
par  sa  valeur  en  fonction  de  x  et  de 
de  deux  équations  simultanées  h  tro 
Dans  le  cas  particulier  où  l'attrac 
nellement  à  la  distance  [f  (r)  =  kr] 
linéaires  et  d'une  intégration  facile. 

137.  StabiUté  de  Véqulllb 
rida.  —  Un  système  matériel  étant 
libre  est  dit  stable  si  le  système  de  fore 
tende  &  ramener  le  système  matéi 
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déplace  ses  points  inflaiment  peu  par  une  action  quel- 
t  qu'on  les  abandonne  ensuite,  sans  vitesses,  à  eus- 
est-à-dire  au  système  de  forces  qui  agissait  primitive- 
eux. 

bre  est  dit  instable  dans  le  cas  contraire, 
^montrerons  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
;abilité  de  l'équilibre,  c'est  que  la  force  vive  virtuelle  du 
oit  maximum  pour  un  déplacement  virtuel  quelconque, 
e  avec  les  liaisons,  à  partir  de  la  position  consi- 

(sentiel  de  définir  d'abord  d'une  manière  précise  ce  que 
Ddons  par  force  vive  virtuelle. 
le  théorème  du  travail  virtuel,  lorsqu'un  système  est 
re,  on  a,  pour  tout  déplacemeot  virtuel  compatible  avec 


S[(Sx)!«  +  (j;ï)aï  +  (jz)îz]  =  o. 

ce  déplacement  virtuel  devenait  un  déplacement  réel, 
i  formant  le  premier  membre  représenterait  la  différen- 

[mu' de  la  force  vive  du  système.  On  regardera  donc  par 

ette  quantité  comme  la  différentielle  de  la  force  vive  vir- 
lystème  (*),  et  la  condition  d'équilibre  pourra  s'exprimer 
[ne  pour  qu'un  système  matériel  soit  enéquilibre,  ilfaui 
que  sa  force  vive  virtuelle  ait  sa  différentielle  mklk. 
?  soit  maximum  ou  minimum  pourja  siluation  consi- 

56,  je  dis  que  si  la  force  vive  virtuelle  est  maximum, 
sera  stable. 

ns,  en  efEet,  que  par  une  action  extérieure  quelconqae 
I  ait  été  infiniment  peu  déplacé  de  sa  position  d'équilibre 
lésignerons  par  (S),  et  supposons  qu'on  abandonne  ses 


;e  vive  virtuelle  tùosi  définie  est  égale  è.  la  foQctioa  des  forcea  F 
:  fonction  existe. 


ÉTUDE  DES  FORCES  - 


points  soTts  vitesses  dans  leurs 
tème  continuait  à  s'écarter  de  la 
de  la  aituation  (S')  à  une  situât 
certaioes  vitesses,  sa  force  viv 
tive  et  qui  partirait  de  zéro,  di 
sèment  positif.  Mais  le  déplac 
pondrait  à  cet  accroissement  dt 
avec  les  liaisons  et  de  mêmi 
système  de  (S)  en  (S'),  la  varia 
par  hypothèse  négative  de  (S)  ( 
raison  de  continuité  pour  ce 
comme  cette  variation  de  forci 
cas  actuel  une  variation  de  fo 
dernière  variation  serait  négat 

Donc,  le  système  amené  en 
déplacements  opposés  ii  celui  < 
par  conséquent  de  sa  position 

Analytiquement,  la  condil 
reviendra  à  reconnaître  que  pi 
tibles  avec  les  liaisons,  la  difTé 

est  inférieure  à  zéro. 

Cas  où  le  systètne  de  forces  a 
tration  que  nous  venons  de  d< 
stabilité  de  l'équilibre  sur  laq 
laissent  quelque  peu  à  désirer 
et  de  la  rigueur.  Dans  le  cas  c 
tème  matériel  considéré  adm 
modifiant  la  définition  précéd 
suivant,  qui  n'est  pas  sujet  au: 
duction  à  la  Théorie  des  exploi 

Nous  considérerons  comme 
points  soumis  à  un.  système  d( 
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i  l'on  abandonne  à  l'action  des  forces  les  points  du  Bys- 
rès  les    avoir  infiniment  peu  déplacés  et  leur  avoir 
iqué    des  vitesses    infiniment    petites,    leurs  vitesses 
oujours  infiniment  petites, 
idition  d'équilibre  se  traduisant  par  l'équation 

3V  =  0 

ime  que  le  potentiel  est  maximum  ou  minimum  dans  la 
considérée,  nous  démontrerons  que  dans  le  cas  dn 
1  la  condition  de  stabilité  se  trouve  satisfaite, 
et,  au  moment  où  l'on  abandonne  à  l'action  des  forces 
le  système  infiniment  peu  déplacé,  sa  force  vive  a,  par 
ie,  une  valeur  infiniment  petite  6,  et  son  potentiel  doit 
1  à  Vj  +  a,,  Vj  désignant  la  valeur  initiale  de  cette  fonc- 
,  un  accroissement  infiniment  petit  du  deuxième  ordre 
if,  puisque  V,  est  un  minimum.  À  une  époque  ulté- 
la  force  vive  sera  6  et  le  potentiel  V,  +  e,  e  étant 
positif  pour  le  motif  précédemment  indiqué.  D'ailleurs 
n  des  forces  vives  donne  : 


0  =  8,  +  io~«. 

étant  essentiellement  positif,  sa  valeur  doit  rester  infî- 
petite,  puisque  les  deux  termes  positifs  du  second 
ont  des  valeurs  infinitésimales.  Donc  les  vitesses  des 
s  points  du  système  resteront  nécessairement  infioimeQt 
ainsi  que  nous  nous  proposions  de  le  démontrer. 

,  AppUcatloo  an  cas  d'un  système  pesant  i 

m.  —  Supposons  qu'un  système  pesant  à  liaisons  soit  en 
),  et  imaginons  que  les  liaisons  se  traduisent  par  l'obli- 
)our  le  centre  de  gravité  de  se  mouvoir  sur  une  courbe  C 
ime  surface  S.  Soit  ï  la  bauteur  du  centre  de  gravité 
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an-dessus  d'un  plan  horizontal  de  comparaison.  On  a  vu,  au  par 
graphe  18S,  que  la  somme  des  travaux  de  la  pesanteur  po 
UD  déplacement  quelconque  s'obtenait  en  multipliant  le  poids 
du  système  par  la  hauteur  de  chute  C,  —  ï  du  centre  de  gravit 
Pour  qu'il  y  ait  ëquilibre,  si  l'on  suppose  nuls  les  travaux  à 
forces  intérieures,  il  faut,  d'après  le  théorème  de  d'Alembei 
que  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  Uaiso 
le  travail  de  la  pesanteur  soit  égal  à  zéro.  II  faudra  donc  qi 
pour  tout  déplacement  de  ce  genre,  la  variation  S!;  de  la  ha 
teur  du  centre  de  gravité  soit  négligeable  ;  en  d'autres  termes, 
centre  de  gravité  devra  se  trouver  en  un  point  de  la  courbe 
ou  de  la  surface  S  pour  lequel  la  tangente  ou  le  plan  tangent  e 
horizontal. 

Cette  condition  exprime  le  maximum  ou  le  minimum  du  pote 
tiel  Pc  de  la  pesanteur.  Mais  pour  que  l'équilibre  soit  atabi 
il  faut  que  ce  potentiel  soit  minimum,  ou  bien  encore  que  C  S( 
minimum,  puisque  cette  hauteur  ne  diffère  du  potentiel  que  p 
le  facteur  constant  P.  Cela  revient  à  dire  que  le  point  occupé  p 
le  centre  de  gravité  doit  être  un  point  plus  bas  que  tous  1 
points  voisins  sur  la  courbe  ou  sur  la  surface  qu'il  est  assujei 
à  décrire. 

*  i  39.  Enei^e  t  principe  de  la  conservation  c 
l'énergie.  —  Après  avoir  précisé,  comme  nous  l'avons  îi 
actuellement,  les  conditions  d'équilibre  des  systèmes  matériel 
nous  pouvons  revenir  utilement  sur  les  notions  générales  exp 
sées  au  5  '  24  pour  les  éclaircir  encore  et  faire  mieux  cor 
prendre  la  manière  dont  le  travail  se  transmet  par  l'interm 
diiure  des  systèmes  de  points. 

Reprenons  l'équation  générale  des  forces  vives 

(I)  0— 0j  =  T+a, 

et  remarquons  que  la  fonction  des  forces  existant  toujours  po 
les  forces  intérieures,  si  l'on  désigne  par"?  le  potentiel  corre 
pondant,  on  peut  toujours  remplacer  le  travail  SE' par  l'accroiss 
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ce  potBntiel  changé  du  signe.  L'équation  (1)  s'écrit  alors  : 

(e-e^  +  ,'E>-'£'j=T, 

oit  que,  s'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  la  somme 
ioit  rester  constante. 

toutes  les  transformations  que  peut  subir  un  système 
r  le  jeu  des  réactions  mutuelles  de  ses  points  n'ont 
effet  possible  que  d'accroître  '^  aux  dépens  de  6  ou 
âpens  de  ^  sans  changer  leur  somme, 
lonc  été  naturellement  conduit  à  adopter  pour  les  deos 
s  6  et  'S'  et  pour  leur  somme  H  une  désignation  com- 
t  celle  d'énergie,  proposée  par  Rankine,  a  été  générale- 
iceptée.  C'est  ainsi  qu'on  a  donué  les  noms  A'énergk 
e,  d'énergie  potentielle  et  d'énergie  totale  ou  simplement 
î  aux  trois  quantités  6,  *?  et  H, 

ces  dénominations  nouvelles,  l'équation  des  forces 
inonce  de  la  façon  suivante  : 

î  un  système  matériel  passe  d'un  état  à  un  autre,  la 
n  de  son  énergie  est  égale  au  travail  coirespondanl  des 
•térieures. 

rticulier,  s'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  cette  yaria- 
nuUe,  donc  :  L'énergie  d'un  système  isolé  est  constante. 
dans  cet  énoncé  que  consiste  le  principe  de  la  conser- 
e  l'énergie. 

lUt  observer  encore  que  l'énergie  potentielle  "^  n'étant 
ue  par  ses  dérivées,  sa  valeur  peut  être  augmentée  ou 
î  d'une  constante  arbitraire.  Par  suite,  si  l'on  imagine 
(EJ  du  système  pour  lequel  l'énergie  potentielle  serait 
Qum  absolu,  et  si  l'on  choisit  la  constante  arbitraire  de 
à  rendre  nulle  la  valeur  correspondante  de  cette  énergie, 
isidéré  répondant,  d'après  le  S  i37,  aux  conditions  d'un 
I  stable,  pour  le  système  soustrait  à  l'action  de  toute 
rérieure  et  supposé  en  repos  dans  l'état  (EJ  la  valeur  6, 
ra  également  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  l'énergie 
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Si  donc,  par  l'interventioa  de  forces  extérieures,  le  système 
partant  de  cet  état  initial  était  amené  à  un  autre  état  (E,),  son 
énergie  nouvelle  H,  due  à  l'action  des  forces  extérieures 
en  représenterait  exactement  le  travail  T.  Mais  actuellement 
6  et  ^  étant  essentiellement  positifs,  il  doit  en  être  de  même 
de  H,  et  par  conséquent,  le  plus  grand  travail  négatif  que 
puissent  exercer  les  forces  extérieures  sur  le  système,  est 
celui  qui  rendrait  B  nul,  c'est-à-dire  un  travail  égal  &  —  Hj  ou 
à  —  T.  C'est  donc  aussi  le  plus  grand  travail  positif  que  par 
l'effet  des  réactions  le  système  considéré  est  capable  de  dévelop- 
per sur  les  systèmes  extérieurs.  On  peut  donc  dire  que  l'énergie 
d'un  système  représente  à  un  instant  donné  sa  véritable  puis- 
sance mécanique  (*). 

140.  Percussions  appliquées  &  un  système  maté- 
riel. —  Nous  avons  expliqué,  à  propos  du  mouvement  d'un 
point,  ce  qu'on  devait  entendre  par  percussion  et  force  insta/n- 
tanée.  Si  des  forces  de  cette  nature  sont  appliquées  à  un 
système  matériel,  les  équations  des  théorèmes  généraux 
subissent  des  modifications  analogues  à  celles  que  nous  avons 
signalées  dans  le  cas  d'un  point  unique. 

Considérons  en  particulier  l'équation  de  d'A.Iembert  appliquée 
à  l'instant  où  les  percussions  se  produisent.  Cette  équation, 
multipliée  par  dt,  s'écrit  : 

§((ïx.,-„.(|)),.+(sv.,-™<§))v+(s^«-»<§)  )-)=»• 

Mais,  à  câté  des  forces  instantanées  pour  lesquelles  les 
produits  Xd(,  Ydt,  Idt  ont  des  limites  finies  P,  Q,  R,  les  autres 
forces  sont  toutes  négligeables.  Les  percussions  doivent  donc 


I')  Ces  coQsidératioDS  générales  et  la  forme  même  bous  laquelle  elles  sont 
présentées  sont  empruDtées  à  M.  Sarrau  {Introduction  à  la  Théorie  des 
txploiifa,  8  17).  , 
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nhoiater  seules  dans  l'équation  i 

;'-'»<i))"+(a-»<^))»»  +  (»-»<s))'t'' 

jointe  aux  équations  de  liaisons,  détermine  les  quantités 

-(§)•  -(^).  -(S)- 

calcul  analogue  à  celui  qui  fournit  les  valeurs  de 

-m-  "(S)'  "(S)- 

I  cas  ordinaire.  Les  quantités  telles  que  md(  -7-\  auront 
1  généra!  des  valeurs  finies,  et  l'on  devra  substituer  la 

-(S)  -@)  -(ï) 

tation  diflférentielle.  Ces  quantités  représentent  d'aiUenrs 
iations  de  quantités  de  mouvement,  c'est-à-dire  à  un 
près  des  variations  de  vitesse,  et  l'on  reconnaît  qne  par 
es  percussions  les  vitesses  du  système  sont  en  général 
sment  modifiées. 

lation  (2)  peut  s'énoncer  en  disant  que  ;  dans  un  sysiém 
à  des  perdissions  il  y  a  équilibre  en  vertu  des  liaisons 
s  percussions  elles  accroissements  de  quantités  de  mou- 
changées  de  signe. 


MOUVEMENT  RELATIF  DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS 

.  Système  matériel   rapporté  &  des  axe»  d« 
Ions  constantes  passant  par  son  centre  de  gra* 

-  Toutes    les  considérations    précédentes    s'appliquent 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE 

éndemment  au  mouTement  relatif  des  systèmes  ma.U 
condition  d'adjoindre  aux  forces  réelles  les  forces  s 
définies  dans  l'étude  générale  du  mouvement  relatif. 

Un  cas  très  important  h  cause  des  applications  i 
qu'on  a  l'occasion  d'en  faire,  est  celui  d'un  systômi 
rapporté  &  des  axes  de  directions  constantes  menés  par 
de  gravité. 

Le  mouvement  d'entraînement  étant  alors  une  sim 
lation,  les  forces  apparentes  se  réduisent,  comme  l'oi 
force  d'inerlie  d'entraînement. 

Cherchons  à  établir  les  relations  qui  existent  entre  I 
des  quantités  qui  figurent  dans  les  théorèmes  généri 
qu'on  les  évalue  dans  le  mouvement  absolu  ou  dans 
ment  relatif. 


a)  Quantités  de  mouvement  et  forces  d'inertie. 
par  u  le  rayon  vecteur  géométrique 
du  centre  de  gravité  G  et  par  Ç,ti,!; 
863  coordonnées  relativement  aux  axes 
fixes;  soient  «,  x,  y,  s;  w,.  a;,,  y,,  ï,, 
les  grandeurs  analogues  pour  un  point 
quelconque  du  système,  relativement 
aux  axes  fixes  et  relativement  aux 
axes  mobiles. 

D'après  la  définition  même  du  centre     ' 
de  gravité,  on  a 


/1I!  =  S'»« 

(1)                lI.  =  Smi.    . 

Mais  d'autre  part 

(Il              «  =  u,+. 

«  =  Ji,  +  E, 
y  =  Vi  +  i, 

Z  =  !,  +  X. 
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de  gravité;  la  somme  géométrique  des  forces  d'inertie  dû  sys^ 
tème  est  égale  à  la  force  d'inertie  de  son  centre  de  gravité. 

Ces  diverses  relations  géométriques  se  traduisent  par  des 
relations  algébriques  équivalentes  en  projection  sur  une  droite 
quelconque. 

b)  Moments  des  quantités  de  mouvement  et  des  forces  d'inertie. 
«—  Evaluons  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  d*un  point  m 
(tz,  x^y^z)  pay  rapport  à  un  axe  fixe,  l'axe  OZ,  par  exemple  ;  on  a  : 


^«         <^u         (    dy        éLx\ 


Introduisons  dans  cette  dernière  expression,  à  la  place  de  ^7,  y,  :;, 
leurs  valeurs  ar^  +  Ç,  y,  +  ^j  ^i  +  C)  il  viendra  : 


m 


Si  Ton  fait  la  somme  des  expressions  analogues  par  tous  les 
points  du  système,  on  trouve,  en  mettant  en  facteurs  Ç,  rj^ç, 


dx. 
dt 


Hais  en  tenant  compte  des  relations  (3)  et  (4)  cette  équation  se 
réduit  à  : 

S»»-lr=S"("t-v.^)+«(î3?-'a-D' 

relation  que  l'on  peut  écrire  : 


18) 


§aRo.m^  =  ^31L«^m|ii  +  3n..„M^       , 


•1 


r- 

■fi 

'A 

:    j 

.  '.] 

■  j  I 


,  1 


■  ,1 
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et  qui  s'énonce  en  disant  que  la  somme  desmoments  de  qwmtités 
de  mouvement  absolues  de  système  par  rapport  à  un  axe  lixe 
OZ  se  compose  : 

1"  De  la  somm£  analogue  prise  dans  le  mouvement  relatif  par 
rapport  à  un  axe  GZ,,  mené  parallèlement  au  premier  par  le 
centre  de  gravité  G; 

2°  Du  moment  par  rapport  à  OZ  de  la  quantité  de  mouvemeni 
du  centre  de  gravité  supposé  affecté  de  la  masse  totale  M  da 
système. 

Ud  calcul  semblable  appliqué  aux  forces  d'ioertie  conduit  à 
un  résultat  tout  k  fait  analogue. 

On  part  du  moment  de  la  force  d'inertie  d'un  point  m 

„      /         d^u\  (    d*x         d»u\ 

et  l'on  arrive  à  la  relation 

<"  S*"(-'"^)=S-".(-"S?)+^..(-S) 

qui  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

la  somme  des  moments  des  forces  d'inertie  du  système  dans 
le  mouvement  absolu  prise  par  rapport  à  un  axe  fixe  OZ  te 
compose  : 

l"  De  la  somme  analogue  prise  dans  le  mouvement  relatif  par 
rapport  à  un  axe  parallèle  au  premier  mené  par  le  centre  de 
gravité; 

2»  Du  moment  de  la  force  d'inertie  du  centre  de  gravité  supposé 
affecté  de  la  masse  totale  M  du  système. 

c)  Force  vive.  —  Calculons  enfin  la   force  vive  absolue  du 
système  au  moyen  des  données  du  mouvement  relatif. 
Pour  cela  nous  ferons  dans  l'expression  de  la  force  riw 
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r  V'  d?  -  ""'  di^j =d(î  >'"''■  ~  dfl  y"'"'' 

zéro,  puisque  les  quantités  §my,,^m:r,,  sont  nulles. 
.  de  même  évidemment  des  moments  des  impulsions 
i  de  ces  forces,  moments  qui  ne  diffèrent  des  précé- 
ar  le  factear  algébrique  dt. 

théorème  s'appliquera  dans  ce  cas  au  mourement 
ans  qu'on  ait  aucune  force  apparente  à  joindre  aai 

JS. 

de  même  dans  tous  les  cas  du  théorème  des  forces 
fet,  les  forces  d'inertie  d'entraînement  étant  toutes 
itre  elles  et  proportionnelles  aux  masses  des  points 
es  sont  appliquées,  leur  travail  peut  être  évalué 

d'après  une  remarque  précédente  (S  1 25)  et  il 
celui  d'une  force  unique  égale  &  leur  somme  et 
1  centre  de  gravité.  Ce  travail  est  donc  nul,  puisque 
I  gravité  reste  immobile  dans  le  mouvement  relatif. 


fSTÈMES  MATÉRIELS  INFINITÉSIMAUX 

éflnltlon.  —  Pour  se  rapprocher  des  systèmes 
}  la  nature,  on  a  été  amené  à  concevoir  théorique- 
/stémes  mat&iels  infiiiitésimaux,  c'est-à-dire  cora- 
ints  matériels  infiniment  nombreux,  înûniment  rap- 
doués  de  masses  infiniment  petites.  Ces  poials 
Heurs  occuper  un  volume  ou  bien  être  tous  situés 
■face  ou  sur  une  ligne  :  ils  constituent,  dans  ces 
,  une  surface  ou  une  ligne  matérielle. 
li  a  été  dit  précédemment  des  systèmes  matériels  en 
>plique  à  un  système  infinitésimal,  avec  cette  dîffé- 
s  signes  de  sommation  §  doivent  être  remplacés  par 
'intégration. 
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144.  Densité  ou  masse  spé«lflqne  d*ao  sjnatdme 
inOnltésiiiial  en  l'un  de  ses  points  (*)t  homogénéité. — 

Considérons  tous  les  points  du  système  enfermés  dans  un  paral- 
lélipipède  rectangle  infiniment  petit  P,  de  côtes  dx,  dy,  dz,  et 
dont  la  position  est  définie  par  les  coordonnées  x,  j/  et  z  de  son 
sommet  a. 

Désignons  par  m  la  somme  des  masses  de  tous  ces  points  :  ce 
sera  la  masse  du  parallélipipède,  et  cette  masse  du  parallélipi- 
pède  doit  être  supposée  de  même  ordre  infini- 
tésimal que  son  Yolume  dxxdyxds.  -  /r~7, — i 

Considérons  îictuellement  un  parallélipipède  /,■/■■/'■} 

y  égal  et  contigu  au  précédent  :  nous  sommes         \f..A,  / 
conduits  à  admettre,  'pcvr  raison  de  continuité,      '^3^' 
que  la  masse  de  ce  parallélipipède  diffère  de  la 
masse  m  du  précédent  par  un  accroissement  dm,   infiniment 
petit  par  rapport  à  cette  première  masse.  En  négligeant  cet 
accroissement  &  côté  de  m,  on  voit  que  l'ensemble  des  deux 
parallélipipèdes  égaux  P  et  P'  aurait  une  masse  2  m,    et    ce 
fîùsonnement  étendu  à  un  nombre  plus  grand  de  parallélipipèdes 
analogues  fait  voir  en  général  qu'autour  d'un  point  a  la  masse 
d'un  volume  infinitésimal  est  proportionnelle  au  volume  consi- 
déré. 

Gela  posé,  nous  appellerons  densité  ou  m<Mse  spécifique  du 
système  au  point  a  {x,  y,  z)  le  quotient  ^  de  la  masse  d'un 
volume  infinitésimal  quelconque  pris  &  partir  de  a  par  la  gran- 
deur de  ce  YOlnme  :  ce  quotient  a  une  valeur  finie  et  déterminée 
d'après  les  hypothèses  et  les  déductions  précédentes. 

La  densité,  suivant  cette  définition,  pourrait  être  considérée 
comme  la  masse  d'un  volume  égal  à  l'unité  composé  avec  des 
parallélipipèdes  identiques  au  parallélipipède  infinitésimal  P. 

Cette  densité  sera  généralement,  comme  on  voit,  une  fonction 
de  X,  y,  z  si  le  système  est  au  repos,  de^^,  y,  s  et  f,  si  le  système 
est  en  mouvement. 


(*)  La  déDomioatioa  de  masse  spécifique  a  été  proposée  par  Delaunay,  par 
analogie  avec  celle  de  poids  spécifique  (Oelauaay,  Mécanique,  §  164). 
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)it  être  coQsidérëe  comme  infiniment  petite  dn 
deuxième  oriire,  et  en 
raisonnant  sur  ces  élé- 
ments comme  on  l'a  fdt 
sur  les  parallélipipèdes 
élémentaires  dans  le  cas 
d'un  système  général,  on 
arrive  à  exprimer  la  masse 
de  la  surface,  les  coor- 
donnéende  son  centre  de 
gravité,  ses  moments 
d'inertie  par  des  forma- 
les  analogues  aux  précé- 
dentes, avec  cette  seule 

e  les  intégrales  triples  se  réduisent  dans  ce  cas 

aies  doubles, 
de  la  surface  supposée  connue  fournit  en  fonc- 

)t  z  les  dérivées  pari.ielles  de  z  : 


surface  abcd  étant  d'ailleurs  égal  à 


dxdy<Jl  +p*  +  q*, 
—  .. .  .     représente  le  cosinus  de  l'angle  qae  fait 

int  avec  le  plan  XOY,  si  l'on  désigne  par  [^  la  den- 
ine  fonction  de  a;  et  y  supposée  connue  également, 
aie  d'une  portion  de  surface  sera  : 

égration  s'étendant  jusqu'aux  limites  de  la  portion 
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Le  centre  de  gravité  sera  défini  par  lea  coi 
telles  que  : 

Ujixdxdt/v't  -l-P"  +  *!' 


.s 


(iydxdy  v'I  +  P'  +  q' 


\  [iz  dxdy  \/i  +  p'  +  q 


Les  formules  relatives  aux  moments  d'inei 
d'une  façon  tout  analogue. 

Dans  le  cas  d'une  ligne  matérielle,  on  doit  a 
élément  linéaire  une  masse  infinitésimale  du  pr 
toujours  (i  la  masse  spécifique,  supposée  coi 
point  de  la  ligne,  la  masse  totale  d'une  porti 
fournie  par  l'intégrale  simple  : 


étendue  aux  limites  de  la  portion  de  ligne  corn 

Uents  'différentiels  ~,  -y  sont  fournis  en  fond 
dx  dx 

équations  de  la  ligne  donnée. 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  seront 


s 
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moles  semblables  serviront  k  calculer  les  moments 


ipllcatlonai  régies  de  «ymétrle.  —  Vapplica- 
nules  précédentes  est  souvent  très  simplifiée  par 
certaines  règles  géométriques  qui  permettent,  daos 
cas,  d'arriver  sans  calcul  directement  au  résultat, 
les  fois  qu'un  système  matériel  homogène  (volume, 
gne)  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan,  lecentre 
t  évidemment  situé  dans  ce  plan  :  car  il  n'y  a  pas 
>ur  qu'il  soit  plutôt  d'un  côté  de  ce  plan  que  de 

les  fois  qu'un  système  hontogètie  admet  un  plan 
i  centre  de  gravité  est  situé  dans  ce  plan  diamétral. 
ut  est  facile  à  vérifler  en  prenant  le  plan  pour  plan 
direction  diamétrale  conjuguée  pour  axe  des  s,  car 
donnent  alors  i;=0.  On  peut  le  déduire  également 
jue  que  nous  allons  faù-e  à  propos  de  la  propriété 

ttème  a  un  axe  de  symétrie,  le  centre  de  gravité  se 
i  axe  :  ce  résultat  est  évident,  si  l'on  remarque  que 
mination  du  centre  de  gravité  d'un  système,  on  peut 
Btituer  à  une  portion'  quelconque  du  système  va 
el  unique  ayant  une  masse  égale  h  celle  de  cette 
oincidant  avec  son  centre  de  gravité  (*).  En  appli- 
remarque  à  cbacun  des  couples  de  points  symé- 
appèrt  &  l'axe,  on  n'a  plus  ensuite  qu'à  composer 
ui  sont  toutes  situées  sur  l'axe,  et  leur  centre  de 
mve  évidemment  sur  cet  axe. 
Hème  a  un  centre  de  figure,  le  centre  de  gravité  coin- 
:entre  de  figure  :  évident  par  suite  de  la  remarque 


le  iromédialeiDeDt  des  formules  qui  détermiDent  le  centre  de 


ORCES  —  STATIOUI 

le   quelques    r^ 

er  quelques  résulta 

i  d'une  aire  triangu! 

âdiaoes  du  trianglf 

ème. 

lalogue  le  centre  ( 

lOgèue  est  &  l'iot 

tour  triangulaire  i 
de  ses  côtés  est  ■ 
T  au  système  trois 
points  matériels  situés  aux  milieux  a,  h 
et  c  des  cdtés  du  triangle  donné  et 
doués  chacun  d'une  masse  proportion- 
nelle &  la  longueur  du  côté  sur  lequel 
il  se  trouve.  Les  deux  masses  6  et  c 
par  exemple  seront  respectivement  pro- 
portionnelles aux  côtés  oc,  ab  du  triangle 
abc,  semblable  au  triangle  donné.  Par  3 
partiel  de  ces  deux  points  se  trouvera  e 
sant  bc  dans  le  rapport  inverse  de  ac  e 
point  comme  origine  et  la  droite  cb  coi 
avoir  ^mx  —  0,  c'est-à-dire  : 

Ia  droite  ox  est  donc,  d'après  une  pro; 
trice  de  l'angle  bac,  et  le  centre  de  grav 
à  cette  droite.  Donc  enfin,  par  analogie 
section  des  trois  bissectrices  du  trianglt! 

On  trouvera  dans  les  traités  spéciaux 
intéressants  relatifs  à  la  situation  des  ce 
tèmes  donnés  (voir  notamment  Gollig 
Problèmes  de  Mécanique  rationnelle,  etc 

^Bl.  Tbéorèmee  de  Gnldln. - 

théorèmes  célèbres  connus  sous  le  nom 
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trouvent  naturellement  leur  place  :  ces  théorèmes  permettent  es 
-effet  de  déterminer  dans  des  cas  assez  nombreux  les  centres  de 
gravité  de  surfaces  planes  ou  de  lignes  planes. 

Premier  théorème.  —  Lorsqu'une  ligne  plane  tourne  autour 
^une  droite  située  dans  son  plan,  l'aire  de  la  surface  qu'ellt 
engendre  est  égale  au  produit  de  la  longuew  de  cette  ligne  par  la 
circonférence  qu£  décrit  son  centre  de  gravité  (déterminé  bien 
«ntendu  en  supposant  la  ligne  plane  homogène). 

Pour  démontrer  ce  théorème,  rapportons  la  courbe  mobile  ï 
deux  axes  rectangulaires  OX,  OY 
pris  dans  son  plan  et  dont  l'un,  OY 
par  exemple,  coïncide  avec  l'aie 
autour  duquel  la  rotation  s'opère. 
Un  élément  mm'  ou  tfs  décrit,  par 
sa  rotation  autour  de  OY,  un  tronc 
de  cône  infinitésimal  dont  la  surface 
est  : 


0 


2  nxda. 


La  surface  totale  décrite  par  l'arc  de  courbe  CD  sera  donc  : 

k  =  Çîr:xda=iJiÇxds, 

l'intégrale  s'étendant  aux  limites  G  et  D  de  l'arc. 
Or: 


H  =  '' 


en  désignant  par  Ç  Fabscisse  du  centre  de  gravité  et  par  S  lalon- 
gueur  de  l'arc  CD.  Donc  : 

A  =  2itÇxS, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  —  On  suppose,  dans  la  démonstration  précédeole, 
que  l'arc  de  courbe  CD  esttoutentier  d'un  même  côté  del'ftxeOÏ; 
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s'il  en  était  autrement,  le  théorème  ne  s'appliquerut  plus  qu'à 
la  condition  de  considérer  comme  positives  les  surfaces  corres- 
pondant aux  portions  de  l'arc  CD  situées  d'un  cOté  de  OY  et 
comme  négatives  les  autres. 

Second  théorèhe.  —  Lorsqu'une  surface  plane  tourne  autour 
d'une  droite  situ^  da/ns  son  plan,  le  volu^ne  de  la  surface  derévo- 
lutùm  qu'elle  engendre  est  égal  au  produit  de  l'aire  de  cette  sur- 
face par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Rapportons  comme  précédemment  la  surface  mobile  &  deux 
aies  rectangulaires  OX,  OY  situés  dans  son  plan,  en  choisissant 
pourOY  l'axe  de  rotation  donné. 

Si  l'on  décompose  l'fùre  en  rectangles  infinitésimaux  tels  que 
ahdc  ayant  pour  côtés  dx  et  dy,  chacun  de  ces   rectangles 
engendre  par  sa  révolution  au- 
tour de  l'axe  un  anneau  prisma-      y 
tique  infinitésimal  dont  le  volume 
est 

%Kxdxdy. 


Le  volume  total  sera  donc  : 


la  double  intégration  s'étendant  aux  limites  de  la  surface  donnée. 
Mais  le  centre  de  gravité  de  cette  surface  supposée  homogène 
a  pour  abscisse  \  tel  que 


A5 


-.^\^.a.a,, 


en  désignant  par  A  l'aire  de  la  surface. 
Donc 


<»  qui  démontre  le  second  théorème. 
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de  cette  ligne  qui  se  trouvent  appliquées  &  un  instant 
urCAet  surCfi. 

orces  d'inertie  des  différents  éléments  mm!  ou  ^it  du 
I  auront  pour  expressions  : 

—  H'''''';j7îP<'>'r  tous  les  éléments  situés  sur  CH, 

—  itd«^ pour  tous  ceux  pris  sur  CK. 

nêmes  éléments  sont  soumis  chacon  par  l'eflfet  de  la 
ix  h.  une  force  verticale 

des  accroissements  virtuels  Zx,  Zy  attribués  à  x  et  &  y,  le 
le  ces  forces  (les  seules  à  considérer  dans  la  question 
)  sera  donc  : 
élément  de  GH 

élément  de  CK 

V-ds  Usinp  — -^Uy. 

.saut  la  somme  des  travaux  analogues  pour  tout  le  sts- 
en  négligeant  les  termes  relatifs  aux  points  qui,  par  suite 
.cément  virtuel,  passent  de  l'une  des  droites  sur  l'autre, 
ividemment  négligeables  à  côté  de  la  somme  générale  i 
,  on  a  pour  l'expression  du  travail  virtuel  total  : 

lurs  les  parenthèses  peuvent  être  mises  en  dehors  des 
,  ainsi  que  les  facteurs  i^Sir,  ^^y,  puisqu'elles  ont  pour 
éléments  la  même  valeur  ;  l'intégration  de  ds  a'^ectae 
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■r,  y,  s  représentant  tes  coordonnées 
mentaire  et  r  sa  dislance  au  point  m 
Pour  un  volume  matériel  de  diraens 
de  la  résultante  générale  des  attracti 
seraient  : 


les  intégrales  triples  s'appliquant  k  U 
Dans  le  cas  de  l'attraction  de  Newto 
sions  deviennent  : 


et  il  est  facile  de  reconnaître  que  X, 
rapport  à  a,  ^,  y  de  la  fonction 


qui  est  la  fonction  des  forces  pour  1< 
Le  potentiel  V  serait  donc  égal  à 

Hais,  dans  les  études  d'attraction,'  1< 
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de  préférence  la  fonction 

qui  ne  diffère  de  F  et  de  V  que  par  les  facteurs  constants  ±mk 
et  à  laquelle,  pour  éviter  toute  confusion,  on  a  donné  le  nom  de 
fonction  potentielle. 

La  recherche  des  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction  se  ra- 
mène par  la  considération  de  la  fonction  potentielle  à  celle  d'une 
intégrale  unique  (2);  en  effet,  lorsque  la  fonction  «  est  connue  on 
a,  par  de  simples  dérivations, 

V  ,  du  ,.  ,  'lu  .,  .du 

\=  iith-~  ^  =  m/(-p;  Z  =  mh-j — 

L'intégration  de  : 


j*\j|î<ij:dy.J; 


exige  bien  entendu  la  connaissance  de  la  densjté  jj.  en  chaque 
point  du  volume  :  ^  représente  donc  une  fonction  supposée  con- 
nue de  x,y,  z\  on  axlmet  d'ailleurs  que  cette  fonction,  d'après  sa 
signification,  ne  peut  devenir  infinie  en  aucun  point  du  système. 
En  posant 

u  =  constante, 

on  obtiendrait  l'équation    générale    des    surfaces   de   niveav 
auxquelles  les  attractions  R  sont  normales. 

Dans  quelques  cas  très  simples  la  détermination  de  l'attraclion 
(X,  Y,  Z)  peut  se  faire  directement  par  des  considérations  élémen- 
taires de  géométrie  ;  nous  allons  donner  un  exemple  d'une  déter- 
mination de  ce  genre. 

*  tSO.  AUraetlon  d'une  eouche  apliérlque  boni»- 
Séne  sur  an  point  qni  n'appartient  pas  A  eette 
«Nkttnhe.  —  Considérons  une  coucbë  spbériqse  homogène  de 
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deositë  [i.  comprise  entre  deux  sphères  concentriques  de  rayon  r 
et  r  +  dr  et  proposons-nous  de  déterminer  la  résultante  des 
attractions  exercées 
par  cette  couche  sur 
un  point  m  que  nous 
supposerons  d'abord 
h  l'intérieur  de  la 
plus  petite  sphère. 

Prenons  pour  plan 
de  la  figure  un  plan 
quelconque  mené 
par  le  centre  0  et  le 
point  m  et  soit  nn 
un  arc  élémentaire 
pris  arbitrairement 
sur  le  grand  cercle 
qui  limite  intérieure- 
ment la  section  de  la 
couche  sphërique. 

A  cet  arc  nn'  cor- 
respond nn  anneau  matériel  dont  les  rectangles  ombrés  nn'pp', 
n^n'^p^p',  sont  les  sections  par  le  plan  de  la  figure. 

Le  volume  de  cet  anneau,  en  désignant  par  h  la  distance  du 
point  n  &  Om,  est  égal  à  : 


La  résultante  n  de  ses  attractions  sur  le  point  m  est  une  force 
dirigée  par  raison  de  symétrie  suivant  le  diamètre  0»i  et  de 
m  vers  0,  dans  le  cas  de  la  figure,  et  la  gi-andeur  de  cette 
résultante  s'obtient  en  multipliant  par  le  cosinus  de  l'angle  nmO 
ou  f  la  somme  des  attractions  de  tous  les  éléments  de  l'anneau  ; 
cette  résultante  sera  donc  : 

■        ■    ._m(a>chWdr)  !!„_,_ 


Mais  si  nous  joignons  n  et  n'  au  point  m  ef  si  nous  prolongeons 
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le3  droites  ainsi  obtenues  jusqu'à  leurs  secondes  întersections 
avec  la  epbère  de  rayon  r,  nous  déterminerons  ainsi  un  second 
anneau  jy'rr',  q,qiry„  dont  l'action  sur  le  point  m  sera  repré- 
sentée par  une  résultante  r'  dirigée  encore  suiviint  le  diamètre 
Oni,  mais  en  sens  inverse  de  la  précédente.  Cette  résultante 
calculée  de  la  même  manière  que  r  a  pour  expression 

m  (Zxh' qq  dr)  u 
n'  =  — 2 ==~ -^  cos  o. 

D'ailleurs,  la  figure  donne  par  des  similitudes  de  triangles 


mq       mil 
qq       nn^ 


et  pa^-eonséquent 


Ainsi  les  deux  résultantes  r  et  r'  sont  égales,  et  comme  elles 
sont  opposées,  elles  se  détruisent.  D'ailleurs  la  couche  Bpbérique 
tout  entière  pouvant  se  décomposer  en  couples  d'anneaux  ana- 
logues à  ceux  que  nous  venons  de  considérer,  on  en  conclut  que 
l'action  totale  d'une  couche  spkérique  homogène  sur  vn  point 
pris  à  l'intérieta-  de  sa  surface  interne,  est  égale  à  zéro. 

Supposons  actuellement  que  le  point  m  soit  situé  en  dehors- 
de  la  couche  sphérique  et  décomposons  encore  cette  couche  par 
des  plans  perpendiculaires  h  Om  en  une  série  d'anneaux  dont 
nous  évaluerons  séparément  les  actions  sur  le  point  m. 

La  résultante  r  des  actions  de  l'un  de  ces  anneaux  nn'pp' 
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«,n,p,pj'  est  une  force  dirigée  suivant  mO,  et  l'on  a  comme  dans 
le  cas  précédent  : 


Cette  expression  peut  d'ailleurs  s'écrire  : 

m'siir'ace  un'n.Ji',  x  tir)  u 

R  = ,      ' -^  C08  ç, 

mn 

«n  désignant  par  surface  nn'n,n',  la  surface  de  la  zone  sphé- 
riqaa  correspondant  àl'auneau. 

Considérons  le  point  m'  conjugué  harmonique  de  m  sur  le  dia- 
mètre Om,  par  rapport  au  diamètre  aa'  de  la  sphère.  On  aura  : 

ôa*  =  Om.  o^', 

c'est-à-dire,  pui8que^=Ôn 

dm'  _  ÔTi 

O";!  *"  Om' 

Les  triangles  m' On,  Onm  sont  donc  semblables  et,  par  suite, 
l'angle  Onm'  est  égal  h  l'angle  Omn  ou  y. 
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Si  donc,  da  point  rnl  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  de 
rayon  mrJ  et  si  Ton  désigne  par  cr  la  surface  de  la  zone  infinité- 
simale que  détachent  sur  cette  sphère  les  cônes  de  sommet  m! 
ayant  les  cercles  nn^^  v!ri^  pour  bases^  les  arcs  r\!i  et  n'7^  étant 
respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  in^n  et  On  qui  font 
entre  eux  Tangle  f ,  on  aura  : 

<j  =  surface  nn'Uyv!^  x  ces  9. 

D*autre  part,  les  triangles  semblables  déjà  considérés  don- 
nent encore,  en  désignant  par  l  la  distance  Om  : 


mn  __  ro!n 

d'où 


—  î 
r 


^t  


L*expression  de  r  peut  donc  s'écrire  : 


w!n 


et  comme  dans  cette  expression  le  facteur  — Î-J5 —  est  constant^ 

Fattraction  totale  R,  exercée  par  la  couche  sphérique  tout 
entière  sur  le  point  m,  s'obtiendra  en  multipliant  par  ce  facteur 
la  somme  des  expressions  telles  que 


— 7~* 

mil 


relatives  à  tous  ces  anneaux.  Mais  la  quantité  ==1  représente  la 

surface  correspondant  à  <r  sur  une  sphère  concentrique  de  rayon 
égal  à  Tunité. 

La  somme  de  ces  expressions  pour  la  couche  sphérique  entière 
sera  donc  égale  à  la  surface  totale  de  cette  sphère  de  rayon  1  ^ 
c'est-à-dire  à  4ic. 
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Donc,  enfin  1 

R  = j-^ 

Ainsi,  la  résultante  des  attractions  d'une  couche  sphérique  sur 
un  point  extérieur  est  la  même  que  si  la  masse  totale  de  la 
c&uche  sphérique  était  réunie  en  son  centre  (*) . 

Ces  résultats  ayant  une  très  grande  importance,  nous  en 
donnerons  une  seconde  démonstration  par  le  calcul. 

*  1  ST.  Autre  démoneitratloii. — La  résultante  des  attrac- 
tions exercées  sur  le  poijat  m  par  un  anneau  sphérique  nn^n^n\ 
étant,  d'après  le  paragraphe  précédent, 


m  (2  n  h  n  n   dr)  a  cos  o 
R  = ,       


désignons  par  u  la  longueur  mn  et  cherchons  à  exprimer  les 
autres  variables  en  fonction  de  u. 
Soit  0  Tangle  nO m,  on  a  les  relations 

/i  =  r  sin  0, 

7in'  =  rdO, 

u»  =  r*  +  i"--2i7-  cosO, 

u  cos  9  =  r  cos  0  —  i, 

d'où  l'on  déduit 


— ^,        •   .    A  .A      TU  du 
h  7174  =7'*sinOdO= — z — » 


cos  9  = 


r  cos  0  —  l      r*  —  i'  —  u" 


u 


isU 


(*)  La  diçcoDlinuité  apparente  entre  les  valeurs  de  Tattraction  sur  un  point 
qui  se  Iransporterait  de  Tintérieur  à  l'extérieur  de  la  couche  sphérique, 
s*ex|pUquer par  ce  fait  que  le  point  ne  peut  passer  de  lune  de  ces  situations 
dans  l'autre  sans  occuper  des  positions  intermédiaires  dans  l'épaisseur  de  la 
cojuche  elle-même,  positions  pour  lesquelles  les  raisonnements  et  les'çalculs 
ci-<le88as  ne  sont  plus  applicables. 
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Portant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  r,  on  a 


m.Kardr/r' — !•      .\^ 

=   ^«     V"ïïi — *j^"- 


Pour  obtenir  la  résultante  générale  R,  on  devra  prendre,  si  le 
point  est  intérieur  à  la  couche  sphérique,  l'intégrale 


Xr  +  l 


et  Ton  trouve 


rmz[ï.rdr  rr*  —  /- 


L       U  Jr+< 


c'est-à-dire  zéro. 

Si  le  point  m,  au  contraire,  est  extérieur  à  la  couche  consi- 
dérée,  les  limites  de  l'intégrale  deviennent  /  —  r  et  { +  ^  ^^  ^^ 
quantité 

rr«-ii         -li-r 

+  u|      , 

est  égale  à 


—  4r. 


Donc,  en  valeur  absolue, 


R  = 


m.  4;:r'd>'ji 


On  retrouve  ainsi  par  le  calcul  les  résultats   auxquels  nous 
avait  conduits  la  démonstration  géométrique  précédente. 

•  1 S8.  Corollaire  t  attraction  d'une  spiiére  homo- 
sAne  on  €M»mpo0ée  de  couciies  concentriquefl  homo- 
gènes sur  un  point  extérieur  ou  intérieur  A  cette 
spiière.  —  Les  résultats  précédents  permettent  de  calcnler 
l'attraction  exercée  sur  un  point  m  par  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques  homogènes. 

Si  le  point  est  extérieur  à  la  sphère,  chacune  des.  couches 


■''^^"'•I^iT.^W'lJW""  ;■ 
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iûâaitésimalea  concentriques  dans  lesquelles  la  sphère  peut 
être  dëcomposée  exerce, 
comme  on  l'a  démontré,  la 
même  attraction  sur  le 
point  m  que  si  la  masse 
de  cette  coache  était  réu- 
nie au  centreO  delà  sphère. 
Par  conséquent,  l'attrac- 
tion de  la  sphère  tout  en- 
tière sur  un  point  extérieur  m  sera  la  même  que  si  toute  sa 
masse  se  trouvait  eonderuée  au  centre  0. 

Si  le  point  est  intérieur  à  la  sphère   considérée,    imaginons 
deux  sphères  concentriques  déterminant  nne  couche  sphérique 
infiniment  mince  renfermant  le  point  m.   Cette  couche  sépare 
la  sphère  en  deux  portions  cor- 
respondant aux  aeotions  ombrées 
de  la  figure.  La  première  A,  à  la- 
quelle le  résultat  précédent  est 
applicable,  agira  sur  le  point  m 

comme  si  toute  sa  masse  était  ■■■•■ 

transporiiée  au  centre  0;  la  se- 
conde B  pourra  ae  décomposer  en 
couches  spbériques  homogènes 
qui  donnent  toutes  sur  ce  point  m 
une  résultante  nulle  :  l'action  de 

cette  portion  B  se  réduira  donc  à  zéro.  Enfin,  la  couche  qui  ren- 
ferme m,  étant  infiniment  mince,  ne  peut  donner  que  des  actions 
infinitésimales  et  par  conséquent  négligeables,  sauf  pour  les 
portions  de  cette  couche  infiniment  voisines  de  m.  Mais  si  nous 
«onsidérons  un  élément  de  volume  infiniment  petit  dv  de  masse 
moyenne  i*,  situé  &  une  distance  infiniment  petite  p  du  point  m, 
dv  étant  du  troisième  ordre  de  petitesse,  l'attraction  de  ce  volume 


sera  négligeable,  bien  que  p  soit  infinia;ent  petit. 


31è  COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 

Donc,  enfin,  l'attraction  totale  de  la  sphère  sur  un  point  m 
situé  dans  son  intérieur  sera  la  même  que  si  la  masse  de  tous 
les  points  compris  à  l'intérieur  de  la  sphère  concentrique  de 
yayon  Om  se  trouvait  condensée  au  centre  Oi 

«  159.  Étude  générale  de  la  fonction  potentielle.— 

Eu  général,  la  détermination  de  l'attraction  d'un,  système  maté- 
riel sur  un  point  ne  peut  pas  s'effectuer  aussi  simplement  (pie 
dans  les  questions  précédentes.  Mais  <:ette  détermination  est 
complète  si  l'on  arrive  à  connaître  la  fonction  potentielle 

car  on  en  déduit  alors  les  composantes  de  l'attraction  : 


La  solution  du  problème  revient  donc  à  la  recherche  de  Is 
fonction  u. 

Cette  fonction  jouit  de  quelques  propriétés  remarquables  qu'il 
est  important  de  connaître. 

D'abord,  on  peut  remarquer  qu'elle  conserve  toujours  une 
valeur  finie,  même  si  r  passe  par  la  valeur  zéro,  c'est-à-dire  si  If 
point  attiré  (a,  p,  f)  se  trouve  à  l'intérieur  du  système  qui  l'attire. 
En  effet,  prenant  le  point  m  pour  pôle  et  transformant  l'expres- 
sion de  tt  en  coordonnées  polaires,  on  trouve 


t.=  ffCiirsiuOded?d 


et  sous  cette  forme  on  reconnaît  qu'aucun  élément  de  l'int^ale 
ne  devient  jamais  infini. 
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Formons  les  dérivées  de  «  par  rapport  à  «,  p,  y.  Ces  dérivées 
respectivemeat  égales  à 


ont  pour  expressions 


5^  =  -J'îî'*V'"-*-'"' 


et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  restent  finies  et  continues,  comme 
la  fonction  u,  même  lorsque  r  passe  par  zéro.  En  effet,  rempla- 
çant dans  l'élément  d'intégrale  dx  dy  dz  par  l'expression  du 
volume  élémentaire  en  coordonnées  polaires,  comme  nous  l'avons 

fait  plus  haut,  on  trouve  pour  —z —  par  exemple 

et  le  facteur .  qui  représente  un  cosinus,  conservant  tou- 
jours une  valeur  finie,  l'élément  d'intégrale  ne  devient  jamais 
infini. 

Dérivons  une  seconde  fois  par  rapport  à  et,  p,  y,  nous  trou- 
verons : 


=SSV[i-^^] 


dx.dy.dz, 


Si  le  point  m  {a,  p,  y)  est  extérieur  au  système  qui  l'attire, 
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r  ne  devenant  jamais  nul,  tous  les  éléments  de  ces  intégrales 
conservent  une  valeur  finie,  et  l'on  trouve,  en  les  ajoutant 

Si  le  point  fn  est  intérieur  au  système,  nous  pouvons,  en 
décrivant  une  sphère  infi- 
niment  petite  de  rayOQ  f  n 
de  centre  c  compreaaolle 
point  m,  détacher  do  s}^ 
tème  la  portion  infiotmeDi 
voisine  de  m,  et  la  fonc- 
tion Uj,  relative  &  la  partie 
extérieure  (ombrée  sur  k 
figure),    satisfera  évidem- 
ment à  l'équation  (a).  Mais  la  fonction  «,  applicable  à  tout  if 
système,  est  la  somme  de  la  fonction  u,  et  de  la  fonctioD  ti,. 
relative  à  la  sphère  infinitivement  petite.  L'expression 


(i  a>  "•■  (J  f  '  +  d  T« 


aura  donc  la  même  valeur  que 


et  c'est  cette  dernière  quantité  que  nous  chercherons  à  évaluer. 
Pour  cela,  nous  remarquerons  que  si  X,,  Y,,  Z,  sont  les  compo- 
santes de  l'attraction  de  la  sphère  sur  m,  on  a  : 

<iu,_Jtj^       du,_ïj_       tfu,  _   z^ 
da      mh       dp~mft       d^^mk 


L'expression  cherchée  est  donc  égale  &  : 
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Or,  si  l'on  appelle  [i,  la  densité  du  système  au  voisioag 
point  m,  densité  que  l'on  peut  considérer 
comme  constante  dans  tout  l'intérieur  de  la 
petite  sphère,  on  sait  que  l'attraction  Fj  de 
cette  sphère  sur  le  point  m  sera  la  même  que 
si  la  masse  comprise  dans  la  sphère  intérieure 
de  rayon  cm  étaitcondensée  au  pointe.  Soient  S, 
i\,  ï  les  coordonnées  du  point  c,  et  X  la  distance 
''I»,  on  aura  donc  après  réduction 

t,  = li =  ".»h3", 


Y,  =  m/ift,|  =  h_|ï|, 


et  par  suite 

Les  deux  relations  (a]  et  [b)  auxquelles  satisfait  la  fonctî( 
selon  que  le  point  m  est  extérieur  ou  intérieur  au  système, 
dues  la  première  à  Laplace,  la  seconde  à  Poisson. 

Ces  formules  ont  une  grande  importance  :  nous  allons  do 
un  exemple  de  leur  application. 

*  IBO.  Attraction  d*an  cylindre  Indéfini,  d*ép 
seor  finlct  compiisé  de  coucbea  homogèncii.  —  G< 

dérons  un  cylindre  matériel    de  révolution,  creux  et  indi 
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homogène  ou  composé  (te  couches  cylindriques  homogènes  qui 
peuvent  être  infiniment  minces,  ce  qui  revient  à  supposer  que 
la  densité  variable  est  une  fonction  de  la  distance  à  l'axe.  Cher- 
chons à  détermioer  [a 
résultante  des  attrac- 
tions   de   ce   cylindre 
sur  un   point  m,  que 
nous  supposerons  d'a- 
bord situé  en  dehors 
de  l'épaisseur  du  cy- 
lindre   matériel.  Pre- 
nons pour   axes  l'aie 
du  cylindre  OZ  et  deux 
autres    axes    rectan- 
gulaires    quelconques 
OX,  OY  dans  un  plan 
perpendiculaire  au 
premier.  Soient  a,  ^. 
-f  les  coordonnées  du 
point  m. 
Il  est  évident,  d'abord  par  simple  raison  de  symétrie,  que  la 
résultante  cherchée  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  ttip, 
abaissée  du  point  m  sur  l'axe  et  fonction    uniquement  de  la 
grandeur  rde  cette  perpendiculaire.  Ainsi,  la  fonction  poten- 
tielle u,  indépendante  de  y,  doit  être  uniquement  fonction  de  r, 
fit  ses  dérivées  relatives  à  a,  p  peuvent  se  calculer  par  l'inter- 
médiaire de  r,  lié  à  a,  0  par  la  relation 

On  aura  donc  ' 

du du  dr  _  du  x 

da.~  dr  da  ~  dr  r' 
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d«'~dr'r"  + dr  Vi-  ''V 
d_'u_d'u  p'  dH/i  ^^ 
dp'~  dr>  r'"*"  dr  ^r      r»/ 

dï"       • 

«t  l'ëquation  de  Laplace  . 


à  laquelle  la  foaction  v  doit  satisfaire,  devient,  en  y  pi 
valeurs  et  en  tenant  compte  de  la  relation  (1), 


ou  en  multipliant  par  r 
On  en  conclut,  en  désignant  par  G  une  constante, 


(t) 


du 


et  la  connaissance  de- 
résultante,  car  on  a  : 


-  suffit  pour  la  déterminât 


■z=îi>",    '■ 


d'où 

(5) 


f 
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La  valeur  de  la  constante  G  doit  être  évidemment  nulle  pour 
les  points  situés  à  l'intérieur  de  la  couche  cylindrique,  car  la 
résultante  doit  s'annuler  par  raison  de  symétrie  lorsque  le 
point  m  est  situé  sur  Taxe,  c'est-à-dire  pour  r=0,  et  si  C  diffé- 
rait de  zéro,  la  formule  (4)  donnerait  au  contraire  pour  R  une 
valeur  infinie.  On  a  donc  dans  ce  cas  : 


(6)  4^  =  0        R  =  0. 


Au  contraire,  pour  une  position  de  m  extérieure  à  la  couche 
cylindrique,  C  doit  avoir  une  valeur  différente  de  zéro,  et  l'étude 
du  cas  où  le  point  m  est  situé  dans  l'épaisseur  même  de  la 
couche  nous  conduira  par  continuité  à  la  détermination  de  cette 
valeur. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'équation  de  Poisson 

doit  remplacer  celle  de  Laplace.  En  substituant  aux  dérivées 
de  u  les  expressions  précédemment  obtenues,  cette  équation 
devient  : 

'  dr^       r  dr  ^ 

ou 

(3')  tf^r  ^)  =  -4rurd^.' 

En  désignant  par  r^  et  r,  les  rayons  des  cylindres  limi- 
tant intérieurement  et  extérieurement  la  couche  et  remarquant 
que  (A  est  une  fonction  de  r,  on  trouve  par  l'intégration  de 
l'équation  (3')  effectuée  entre  les  limites  r^  et  r 


du  /du\  rr  ,  . 
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Or  (  ^  l    doit  être   nul ,  puisqu'il   représente  la  va 

du 

-j-  pour  un  point  situé  sur  la  surface  interne,  pour  lei 


formules  (6)  sont  applicables.  L'équation  précédente  st 
donc  à. 


du  ir,  pr 


et  elle  fournit  les  valeurs  de  -j — ,  et  par  suite  de  R,  po 

position  du  point  dans  l'épaisseur  de  la  couche.  Elle  est  ap 
en  particulier  à  un  point  de  la  surface  externe  en  y  faisan! 
Mais  pour  ce  dernier  point,  la  formule  (4) 


doit   être  également   applicable.    En    identifiant  les    r 
donnés  par  ces  deux  formules,  on  trouve  : 


c=—4Jty'v '■*''•, 


et  la  valeur  de  la  constante  G,  pour  les  points  situés  en 
de  la  coache,  se  trouve  ainsi  déterminée. 
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nblable  conduirait  dans  le  cas  d'une  couche  sphé- 
îsultats  identiques  avec  ceux  que  nous  avons 
abtenus. 

tmctlon  d'an  «ystènie  de  dlmeiuloni 
n  point  très  éloigné.  —  CoDSidéroDS  an 
1  de  forme  et  de  dimensions  quelconques,  mais 


ions  à  nous  rendre  compte  de  la  valeur  limite  de 
exerce  sur  un  point  extérieur,  lorsque  ce  point 
iment. 

ance  wtC  du  point  m  à.  un  point  fixe  C  pris  dans 
'iel,  r  sa  distance  mn  h  un  élément  quelconque  n 
lume. 

txercée  par  l'élément  n  sera  dirigée  suivant  mu 
ignant  par  [t  la  densité  au  point  n,  k 


mhy.dv  L* 

avec  mC  ud  angle  e  qui  tend  vers  zéro,  tandis 
—  s'approche  indéfiniment  de  l'unité.  A  la  limite- 
remplacer  la  force  en  question  par  une  force 
mfijido 
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dirigée  suivant  mC,  et  la  somme  de  toutes  les  forces  analogi 
poar  l'ensemble  du  volume  sera,  eu  désignant  par  M  la  ma: 
totale  : 

mhTÂ 


Ce  résultat  s'énonce  en  disant  que  l'attraction  d'un  systè 
fini  sur  un  point  matériel  très  éloigné  et  dont  la  distance  ai 
mente  de  plus  en  plus,  tend  à.  prendre  la  même  valeur  que  si 
masse  entière  du  système  était  condensée  en  l'un  quelcom 
de  ses  points. 

SOLIDES  THÉORIQUES 

I  OS.  DéflnItioD.  —  Ou  appelle  solide  théorique  en  Mé 
nique  rationnelle  un  système  matériel  inSnitésimal  tellem 
constitué  que  les  forces  intérieures  maintiennent  absolum 
invariables  les  distances  respectives  de  tous  ses  points. 

Le  solide  ainsi  défini  est,  comme  on  voit,  identique  avec  c< 
de  la  Géométrie  ou  de  la  Cinématique,  avec  cette  différence  i 
ses  points  sont  des  points  matériels  au  lieu  d'être  des  poi 
géométriques. 

Mais  la  légitimité  de  l'hypothèse  qui  sert  de  définition  au  sol 
mécanique  a  besoin  d'être  justifiée,  car  s'il  est  toujours  possi 
d'assujettir  à  telle  condition  qu'on  voudra  les  points  d'un  syst* 
àla  condition  de  déterminer  les  forces  de  liaison  en  conséquen 
rien  n'autorise  à  supposer  que  ces  forces  de  liaison  seront 
forces  iiilérieures,  ce  qui  les  oblige  (S  116)  à  être  binai, 
mutuelles  et  à  ne  dépendre  que  de  la  position  relative  des  poi 
qu'elles  affectent. 

II  résulte  môme  des  hypothèses  fondamentales  de  la  Dynami 
que  le  solide  mécanique  ne  peut  se  concevoir  que  comme  cas  hm 

En  effet,  si  des  forces  extérieures  sont  supposées  agir 
certains  points  d'un  pareil  système  pris  au  repos,  elles  doiv 
communiquer  &  ces  points  des  accélérations,  et  le  solide 
pourra  conserver  son  invariabilité  que  si  ses  autres  points 
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es  premiers  ou  réagissent  sur  eux  de  manière  à 
mouvement.  Or,  ces  deux  hypothèses  sont  égale- 
îles,  car  les  forces  intérieures  ne  pouvant  être 
par  l'action  mutuelle  des  points  du  solide  et 
lement  de  la  masse  de  ces  points  et  de  leurs 
es,  ces  réactions  ne  sont  pas  modi&ées  par  l'in- 
orces  extérieures  considérées,  et  par  conséquent 
t  ni  déplacer  des  points  du  solide  qui  étaient  primi- 
pos,  ni  s'opposer  au  déplacement  de  ceux  qui 
ïtés  par  les  forces  extérieures. 

faut  toujours  supposer  que  l'application  d'une 
à  un  ou  plusieurs  points  du  système  produit  un 
ces  points  par  rapport  aux  points  voisins  et  par 
nation  du  système  :  par  l'efTet  même  de  cette 
i  réactions  intérieures  se  trouvent  modifiées  et 
i  manière  à  empocher  la  déformation  de  s'aug- 
;e. 

cas  limite  où  une  déformation  infiniment  petite 
iduire  ce  résultat,  et  nous  aurons  ainsi  le  solide 
l'il  faut  le  concevoir  en  Statique  et  en  Dyna- 

ncore  que  la  conception  du  solide  nécessite  une 
fonction  ç  (r)  qui  représente  l'attraction  exercée 
isse  sur  l'unité  de  masse  &  la  distance  r.  En 
effet,  soit  un  solide  composé  d'un  nombre 
fini  ou  infini  de  points,  mais  limité.  Nous 
pourrons  toujours  choisir  un  point  m 
de  ce  solide  par  lequel  il  sera  possible 
de  mener  un  plan  P  qui  laisse  le  solide 
tout  entier  au-dessus  et  au-dessous  de  lui. 
Si  le  solide  n'est  supposé  soumis  à  au- 
ieure,  et  si  on  l'imagine  en  repos,  le  point  m 


m  ÏDfliiiment  petile,  il  faut  entendre  une  déformaiion  telle 
Q  point  aux  poinU  voisina  ne  subisseat  que  des  varistions 
ir  rapport  k  ces  distancea  ellea-mémes. 


y 
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irs  se  ramener  {S  16)  à  une  translation  élémentaire 
Lpagnée  d'une  rotation  élémentaire,  tontes  les  quan- 
lont  la  valeur  dépend  des  déplacements  élémentaires  suc- 
3  des  différents  points  du  solide  doivent  pouvoir  s'éva- 
n  fonction  d'un  petit  nombre  d'éléments  simples  dépendant 
grandeur  et  de  la  direction  de  ces  deux  déplacements  inlî- 
t  petits. 

plus,  l'axe  de  la  rotation  élémentaire  pouvant  être  conduit 
ique  instant  par  un  point  arbitraire,  à  la  condition  de 
er  en  conséquence  la  valeur  de  la  translation,  on  pourra 
imaginer  que  le  déplace- 
ment du  solide  s'obtient 
par  une  translation  égale 
à  celle  de  l'un  de  ses 
points  et  par  une  rota- 
tion autour  d'un  axe  pas- 
sant par  ce  point.  On  choi- 
sit généralement  pour 
cette  décomposition  du 
mouvement  le  centre  de 
gravité  G  du  solide. 

On  aura  alors  à  consi- 
dérer : 

1°  Un  mouvement  de 
ation   d'ensemble  égal  à    celui   du  centre  de  gravité  0 
r„^)  par  rapport  aux  axes  fixes  0  (S,Y,Z); 
lin  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  G{X„Y„Z,], 
èles  à  OX,  OY,  OZ,  menés  par  le  centre  de  gravité, 
mouvement  est  une  certaine  rotation  w,  dont  nous  dési- 
as  par^,g,r  les  composantes,  suivant  les  axes, 
mouvement  absolu  du  solide  résultera  de  la  composition  de 
!ux  mouvements  simultanés. 

appliquant  simplement  au  cas  du  solide  les  résultats  du 
raphe  i  41 ,  nous  reconnaîtrons  que  la  somme  géométrique 
tantités  de  mouvement  est  nulle  dans  le  mouvement  relatif 


z 

G 

l't       4^ 

X, 

^r. 

0 

X 
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et  qa  eue  est  égale  dans  le  moavemeQt  ab! 


c'est-à-dire  à  la  quantité  de  mouvement  i 
où  serait  concentrée  la  masse  entière  du  s 
Les  sommes  des  moments  des  quantités  dt 
port  aux  trois  axes  G  (X,,  Y,,  Z,)  dans 
sont  ; 


c'est-à-dire  à  canse  des  relations 


démontrées  précédemment  {%  45}. 

II)  S^H-GY,  ""^=9  Sm(r;  +  T:)-r  $mz, 

^Oïbaz,  m^=r  S'"(^î  +  !/î)-PS"'^t 

L'axe  du  moment  résultant  des  quantit 
solide  relatif  à  son  centre  de  gravité  dans 
est  une  grandeur  géométrique  ayant  les 
dentés  pour  projections  sur  les  trois  axes  C 

Si  ces  axes  coïncidaient  à  un  instant 
principaux  d'inertie  du  point  G,  en  désigi 


V  .".•*^3r 
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Multipliant  alors  par  la  masse  correspondante  de  chaque  point 
et  changeant  le  signe,  on  a  les  projections  — m  --Tjr^  —  ^  77^' 

—  "Wi  -—!•  de  la  force  d'inertie  de  ce  point  sur  les  trois  axes 

G  (Xj,  Y,,Zj)  et  les  moments  de  cette  force  d'inertie,  par  rapport 
à  ces  mêmes  axes,  s'obtiennent  en  formant  les  quantités 


m 


m 


Y'  di*     ^'  dt*  ) 


/     d«y,  d*x.\ 


/ 


(2) 


Enfin  les  sommes  cherchées  pour  l'ensemble  du  solide  résultent 
de  l'addition  des  quantités  analogues  pour  tous  les  points,  ce 
qui  conduit  aux  expressions 

.(.p-g)S-..-(«^fOS»"- 

+  (p«-5f)S'"'''^'~('""+3f)S'"^'''" 

+  (<"-5f)S"*'''''"('^  +  5Î)S"''''''  ^*^- 

Telles  sont,  dans  le  mouvement  relatif,  les  valeurs  des  sommes 
des  moments  des  forces  d*inertie,  pris  par  rapport  aux  trois  axes 
coordonnés  G(Xj,Y,,ZJ. 

Si  ces  axes  coïncidaient  à  un  instant  donné   avec  les  axes 


(*)  Ces  formules,  comnie  toutes  celles  relatives  aux  questions  traitées  dans 
ce  chapitre,  se  déduisent  simplement  les  unes  des  autres  par  une  permutation 
tournante  des  lettres  qu'elles  renferment. 
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e)  Travail  élémentaire.  —  Dans  un  solide,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  observer,  ce  sont  les  forces  intérieures  qui,  jouant  le 
rôle  de  liaisons,  sont  chargées  de  maintenir  Tinvariabilité  du 
système.  L'hypothèse  ordinaire  (par  laquelle  on  élimine  les 
forces  de  liaisons  de  Téquation  des  forces  vives,  de  réquation 
du  travail  virtuel  et  de  celle  de  d'Alembert,  en  admettant  que  la 
somme  de  leurs  travaux  est  nulle  pour  les  déplacements  com- 
patibles avec  les  liaisons)  a  donc  besoin,  dans  ce  cas  particu- 
lier, d  une  justification  spéciale.  On  Tobtient  en  remarquant  que 
le  travail  des  réactions  mutuelles  de  deux  points  ayant  pour 
expression  générale 

mm'  9  (r)  dry 

ce  travail  devient  négligeable  si  Ton  admet,  comme  on  l'a  fait 
pour  les  solides,  que  les  variations  de  distances  telles  que  rfr,  sans 
être  rigoureusement  nulles,  ne  prennent  que  des  valeurs  infini- 
tésimales d'ordre  supérieur.  Par  conséquent,  dans  l'équation  des 
forces  vives  appliquée  aux  solides,  les  forces  extérieures 
doivent  seules  figurer. 


ÉQUILIBRE  D'UN  SOLIDE  THÉORIQUE 

164t.  Conditions  d'écpilltbre  de»  systèmee  de 
forces  extérieures  appliquées  à  un  solide  titéorlqpie. 

—  Supposons  un  solide  en  repos  :  les  forces  extérieures  agis- 
sant sur  ses  différents  points  forment  alors,  avec  les  forces 
intérieures  correspondantes,  un  système  de  forces  en  équilibre 
(S  1 IT)  ;  cherchons  les  relations  qui  doivent  exister  dans  ce  cas 
entre  les  forces  extérieures. 

Pour  les  trouver,  appliquons  au  solide  le  théorème  du  travail 
virtuel.  Ce  théorème  est  applicable  à  tout  déplacement  compa- 
tible avec  les  liaisons,  abstraction  faite  des  forces  de  liaison, 
puisqu'il  n'existe  pas  d'autres  liaisons  que  celles  dues  aux  réac- 
tions intérieures,  et  que  le  travail  de  ces  réactions  est  nul.  Cette 
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sont  satisfaites,  le  système  des  forces  extérieures  considéré  est 
en  équilibre  avec  les  forces  intérieures  qui  doivent  spontanément 
se  produire  ;  c'est-à-dire  qu'appliqué  au  solide  en  repos,  il  ne 
modifie  pas  cet  état  de  repos. 

En  eifet,  si  Ton  attribue  au  solide  un  déplacement  infiniment 
petit  quelconque  compatible  avec  les  liaisons,  ce  déplacement 
sera  hélicoïdal  [Cinématique  Si©)  et  pourra  toujours  être  consi- 
déré comme  résultant  de  la  composition  de  trois  translations 
•élémentaires  parallèles  aux  trois  axes  et  de  trois  rotations 
élémentaires  autour  de  ces  axes.  La  différentielle  A  d'une  coor- 
donnée X  d'un  point  dans  ce  déplacement  hélicoïdal  sera  la 
somme  algébrique  des  six  différentielles  dx^  dlx^  él^x. . .  de  cette 
coordonnée  dans  les  six  déplacements  composants,  et,  par  suite, 
l'expression 

qui  figure  dans  le  premier  membre  de  l'équation  du  travail  virtuel, 
sera  nulle,  puisqu'elle  se  décomposera  dans  la  somme  des  six 
expressions  analogues  relatives  aux  mouvements  composants, 
expressions  qui  sont  toutes  nulles  d'après  les  conditions  précé- 
demment établies.  Donc,  enfin,  l'équation  du  travail  virtuel  se 
trouvant  vérifiée  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les 
liaisons,  les  conditions  d'équilibre  seront  bien  satisfaites. 

Le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivés  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Pov/r  quun  système  de  forces  extérieures  appliquées  à  un  solide 
soit  en  équilibre^  cest-à-dire  laisse  en  repos  le  solide  supposé 
primitivement  en  repos,  il  faut  et  il  suffit  : 

1®  Çue  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  une  droite 
quelconque  soit  nulle,  ou  bien  encore  que  leur  résultante  de 
translation  (somme  géométrique)  soit  nulle,  car  il  est  facile  de 
reconnaître  que  cette  condition  équivaut  aux  trois  équations  (1); 

2**  Que  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  V espace  soit  nulle,  car,  le  moment  par  rap- 
port à.  une  droite  d'une  quantité  géométrique  donnée  en  situa- 


ETUDE  DES  FORCES  —  STATiQ 

tion  dans  l'espace  étant  la  projcc 
moment  de  cette  même  quantité  par  : 
droite,  on  voit  d'abord  que  les  trois 
cette  condition  unique  que  la  somme 
extérieures  par  rapport  à  l'origine  do 

D'aatre  part,  si  l'on  déplace  d'une 
des  coordonnées,  cette  dernière  cond 
satisfaite. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  prenne 
point  0' {j^, y, 2') ;  les  moments  relatif: 
lèles  aux  premiers,  menés  par  0',  ser 
pour  O'X'  par  exemple  : 

S2[Z(i'-V)-Y{ï-z')]  =  S2(Z!/ 

quantité  égale  à  zéro  en  vertu  des  éq 
Il  en  sera  de  même  pour  O'Y'  et  0' 
Donc,  la  somme  des  moments  reh 

0'  est  nulle,  puisque  ses  projections  si 

sont  égales  à  zéro. 

105.  Equivalence  de  deaa 
exCérieurea  appliquées  À  un  s 

précède,  on  dira  que  deux  systèmes 
quées  à  un  solide  sont  équivalents  toi 
lies  projections  sur  une  droite  quelcon 
posent  sera  la  même  et  que  la  somme 
par  rapport  à  un  point  quelconque  se 
En  effet,  le  système  formé  par  les 
jointes  aux  forces  du  second  système 
aux  conditions  d'équilibre,  c'est-à-di 
repos,  il  le  laisse  au  repos,  ce  qui 
même  de  l'équivalence. 

466.  ComposMIon  des  A>r< 
solide.  —  Il  est  évident  que  si  un  s) 
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de  forces  en  nombre  quelconque,  appl 
forces  seulement,  en  choisissaDt  mên 
d'application  de  l'une  d'elles. 

En  effet,  soient  a  le  point  arbitra 
quelconque  des  forces.  Joignons  son 
point  a  et  à  deux  autres  points  quelC' 
d'application  m  de  F  n'est  pas  situé  c 
droites  ma,  mb  et  me  forment  un  trié 
décomposée  en  trois  composantes  F„  F 
de  ce  trièdre  (*). 

On  transportera  ensuite  les  points 
composantes  respectivement  en  a,  b  et 
pour  toutes  les  forces  telles  que  F 
système  donné  par  trois  groupes  de 
et  c,  qu'on  pourra  toujours  compo 
0,  Q'  et  Q". 

Actuellement,  considérons  les  deux 
et  par  a  et  Q".  Ces  deux  plans  se  coi 
droite  L.  Prenons 
arbitrairement  un 
point  quelconque 
d  sur  L.  La  force 
Q"  peut  être  dé- 
composée en  deux 

forces  S  et  S„  di-  ^^ 

rigées  l'une  sui-  ^""^ 

vaut  ba,  l'autre 
suivant  bd,  et  il 
en  sera  de  même 
de  la  force  Q"  qui 
fournira  îùnsi  les 
deux  composan- 
tes T  et  T..  Ramenant  ensuite  en  o 


{')  Si  le  point  m  lombait  dans  le  plan  ab< 
d'application  de  la  force  F  sur  la  direction  de 
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)mposantes  S,  etT,,  on  arrivera  finalement,  en  composant 
T  d'une  part,  S„  T,  de  l'autre,  à  deux  résultantes  R  et  R„ 
'une  se  trouvera  appliquée  au  point  arbitrairement  choisi  a, 
;at  conforme  à  ce  que  nous  avions  annoncé. 


(7.  Propriété  remarquable  des  syetènies  éqal* 
atM  de  deux  forces.  —  Les  différents  systèmes  de 
forces  auxquels  on  peut  arriver  en  partant  d'un  même 
ne  donné  et  en  choisissant  les  points  a,  b,  c,  d  de  manières 
mtes,  donnent  lieu  à  d'intéressantes  remarques.  Nous  cite- 
lotamment  la  propriété  suivante  : 

tétraèdre  déterminé  par  les  deux  résultantes  d'un  même 
le  a  toujours  le  même  volume, 

te  remarquable  propriété  résulte  d'un  théorème  plus 
al,  d'après  lequel  la  somme  des  tétraèdres,  formés  par  nn 
ne  de  forces  prises  deux  à  deux,  no  change  pas  lorsqu'on 
ibir  à  ce  système  de  forces  les  modifications  qui  le  transfor- 
en  un  système  équivalent. 

effet,  les  opérations  que  l'on  a  à  effectuer  pour  une  pareille 
transformation  consistent  à  déplacer 
les  forces  sur  leurs  directions  ou  à  les 
composer'  et  décomposer  entre  elles. 
Or,  SI  l'on  déplace  une  force  F  de  AB 
en  A  B  ,  le  tétraèdre  A' B' C  D  que  forme 
cette  force  déplacée  avec  une  autre 
force  CD  est  évidemment  égal  en  vo- 
lume au  tétraèdre  primitif  ABCD,  puis- 
que ces  deux  tétraèdres  peuvent  être 
considérés  comme  ayant  des  bases 
équivalentes  (ABC,  A'B'C)  et  même  hau- 
la  distance  du  point  D  au  plan  commun  des  deux  bases). 


le  ce  plan,  &  moins  que  la  force  F  ne  soil  située  elle-même  dus  ce 
uqnel  cas  sa  décomposition  eu  trois  forces  appliquées  eaabc  oWrirait 
I  difficulté. 


ÉTUDE  DES  FORCE 

D'autre  part,  si  l'on  coi 
composaQtes  Afi,  et  AB„ 
traèdre  ABCD  de  la  résu 
est  la  somme  des  tëtra 
AB,CD,AB,CDde3compo3a 
car  ces  trois  tétraèdres  pe 
être  considérés  comme 
ie  triangle  ACD  pour  base 
mune  et  pour  hauteurs  re 
tives  les  distances  des  poli 
B,  et  B,  au  plan  de  cette 

Or,  la  distance  du  poii 
distances  des  points  B,  et  ] 

Ainsi,  les  traasformatio 
forces  ne  modifiant  pas  la 
est  clair  que  le  tétraèdre  i 
tantes  fioalea  aura  un  voli 

168.  Cas  dea  foret 

parallèles  F  et  F" 
qu'on  peut  tou- 
jours déplacer  sur 
leur  direction  de 
manière  à  les  ap- 
pliquer en  deux 
points  a  et  &  d'une 
de  leurs  plus  cour-  =^" 
tes  distances. 

On  forme  un  sys- 
tème équivalent  en 
adjoignant  à  ces 
deux  forces  deux 
forces  nouvelles  Q 
et  Q'  égales  et  op- 
posées, appliquées  l'une  ei 

Composant  alors  Q  ave( 


/- 
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t  R'  concourantes  en  c,  qu'on  peut  transporter  eu  ce 
imposer  entre  elles. 

ir  effectuer  cette  composition,  on  peut  substituer  aux 
1  R,  et  R',  leurs  composantes  respectives  F,  et  Q,,  F,  etO',, 
;  autres  que  les  forces  F  et  Q,  F'  et  Q'  transportées  en  c. 
tte  dernière  composition,  les  forces  Q,  et  Q',  se  détmi- 
)n  obtient  en  définitive  une  force  unique  R  égale  à  la 
\-  F'  et  qu'on  peut  appliquer  en  un  point  d  de  ab  tel  que 

Q 
ad_  F  _  F 

db     q;     k  ■ 
p 

règle  suivante  : 

rees  parallèles  peuvent  être  remplacées  par  une  force 
même  direction,  égale  à  leur  somme  et  divisant  leur 
î  distance  dans  le  rapport  inverse  de  leurs  grandeurs. 
igle,  appliquée  à  un  nombre  quelconque  d£  forces 
permet  toujours  de  les  ramener  à  une  force  unique 
ir  somme,  et  l'on  voit  que,  dans  ce  cas  particulier,  les 
tantes  du  cas  général  se  réduisent  à  une  seule. 

'émonstrations.  —  La  règle  de  composition  de  deus 
forces  parallèles  que  nous  venons 
d'établir  directement  par  le  raison- 
nement précédent,  résulte  aussi  des 

\  conditions  d'équivalence.  Il  est  évi- 

dent, en  effet,  que  la  force  R,  telle 
que  nous  l'avons  déterminée,  a  sur 
une   droite  quelconque  une  projec- 


'^d' 


tion  égale  à  la  somme  des  projec- 


tions des  deux  forces  F  et  F',  et  il 
est  très  facile  de  vérifier  que  son 
moment  par  rapport  à  un  point 
quelconque  est  égal  à  la  somme 
des  moments  de  ces  deux  forces. 
encore  déduire  comme  cas  limite  la  composition  des 


1 
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1*70.  Obeiervation  sur  la  eompoiiitloii  des  forées 
Infinitésimales  appliquées  k  un  solide  dans  le  voi- 
sinage d'un  de  ses  points.  —  La  théorie  de  la  composition 
des  forces  parallèles  permet  aussi  do  justifier  dans  une  certaine 
mesure,  pour  le  cas  des  solides,  Tapproximation  par  laquelle  on 
substitue  aux  forces  infinitésimales  qui  doivent  être  en  réalité 
appliquées  à  un  système  infinitésimal  (ainsi  qu'on  Ta  remarqué 
au  paragraphe  153)  des  forces  finies,  agissant  sur  certains 
"points  seulement  de  ce  système. 

En  eflfet,  les  forces  réelles  appliquées  au  système  et  agissant 
en  réalité  sur  toute  la  région  voisine  d'un  point  a,  émanant  ordi- 
nairement d'un  ou  plusieurs  grou- 
pes de  points  extérieurs  tels  que 
^  b  '.  .  le  groupe  {b)  par  exemple,  et  les 

distances  des  points  (a)  entre  eux 
étant  négligeables  en  général,  à 
côté  des  distances  de  ces  mêmes 
points  aux  points  (ft),  il  en  résulte  que  toutes  les  forces  appli- 
quées aux  points  (a)  sont  sensiblement  parallèles.  Ces  forces 
pourront  donc  être  remplacées  par  une  résultante  unique  de 
grandeur  finie,  appliquée  en  un  point  de  la  région  (a). 

171.  Définition  et  théorie  des  couples.  —  Dans  le 
cas  particulier  où  les  deux  forces  parallèles  que  nous  avons 
composées  entre  elles  au  paragraphe  16S  seraient  égales  et 
de  directions  contraires,  la  règle  de  composition  ne  s'appliquerait 
plus  :  car  elle  conduirait  à  une  force  nulle  dont  le  point  d'appli- 
cation serait  rejeté  à  Tinfini. 

La  composition  en  une  force  unique  est  alors  impossible,  et 
l'on  est  forcé  de  conserver  le  système  des  deux  forces  données 
auquel  on  donne  le  nom  de  couple. 

Seulement,  à  un  couple  donné  pourra  être  substitué  un  autre 
couple,  à  la  condition  que  les  deux  couples  soient  équivalents, 
c'est-à-dire  que  cette  substitution  ne  modifie  ni  la  somme  des 
projections  des  forces  sur  une  droite  donnée,  ni  celle  de  leurs 
moments  par  rapport  à  un  point  de  l'espace. 
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La  première  de  ces  deux  con 
satisfaite,  puisque  la  somme  deE 
conque  des  forces  constituant  ur 

Cherchons  à  exprimer  la  seco: 

Soit  I  un  point  quelconque  pa 
moment    du  couple,  c'est-à-di: 
deux  forces  qui 
le  composent. 

Abaissons  de  I 
la  perpendicu- 
laire I(i>  sur  le 
plan  du  couple, 
etde<i>  la  perpen- 
diculaire eu /7"  sur  / 
les  deux  forces  / 
F  et  F'.                          / 

Le  moment  de        /' 

la  force  F  rela-      /_ 

tivement  &  I    a 

pour  axe  Icp  perpendiculaire  s 

L'axe  du  moment  de  la  force  1 
sera  de  même  Icp'  perpeudiculair 

(Ces  deux  axes  ly,  ly',  &  cause 
doivent  être  dirigés  dans  des 
plans  I/^F,  I/"F'.) 

La  somme  des  momenta  de: 
moment  du  couple,  sera  la  son 
à-dire  une  quantité  ç'tp  obtenue 
et  opposé  à  Ifp'  et  en  joignant  ^ 
respectivement  proportionnels  i 
perpendiculaires  à  ces  dernière! 
la  comparaison  des  triangles  s£ 
perpendiculaire  h.  ff  et  égal  en 

Ainsi,  le  moment  d'un  conpli 
est  représenté  par  une  droite  per 
et  âgale  en  grandeur  à  l'aire  du 
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tante  R  qui  constituera  avec  la  force  —  *  le  système  des  ■ 
forces  cherchées. 

173.  (Condition  d*éqalllbre  simplifiée.    —   Pui 

lea  transformations  que  l'on  fait  subir  k  un  système  de  fc 
pour  le  ramener  au  système  simple  composé  de  deux  forc£ 
et  R,  ne  modifient  ni  la  somme  des  projections  des  forces  su 
axe  quelconque,  ni  la  somme  de  leurs  moments  relatifs  à  un  ] 
quelconque,  il  est  clair  que,  si  le  premier  système  satisfait 
conditions  d'équilibre,  il  faudra  : 

i"  Que  la  soQune  des  projections  des  deux  forces  R,  et  R, 
une  droite  quelconque  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  ces  deux  ft 
soient  représentées  par  des  grandeurs  géométriques  égal* 
opposées. 

3°  Que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  un  ] 
quelconque  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  les  deux  forces  R,  < 
soient  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre  (sans  quoi,  f 
égales  en  grandeur  et  opposées  en  direction,  elles  formeraien 
couple  dont  le  moment  ne  serait  pas  nul). 

Ces  deux  conditions  sont  nécessaires,  et  réciproquement  i 
évident  qu'elles  sont  suffisantes. 

Mais  alors  les  deux  forces  R,  et  H,  se  composent  en  se  dé 
saut.  Donc  en  définitive  pour  qu'un  système  de  forces  extérie 
appliquées  h  un  solide  soit  en  équilibre,  c'est-à-dire  laiss< 
repos  le  solide  au  repos,  il  faut  et  il  sufUt  qu'en  appliquant  l 
forces  les  règles  de  composition  précédemment  énoncées  on  ai 
h  une  résultante  unique  qui  soit  égale  à  zéro. 

IV^i.  Condition  |»oiii'  que  les  force*  appliquée 
nn  «ollde  se  réduisent  &  uue  résultante  unlqnt 

La  méthode  de  composition  des  forces  par  le  moyen  des  cou 
conduit  aisément  &  la  condition  nécessaire  pour  qu'un  systèm 
forces  ait  une  résultante  unique.  Soient  en  effet  comme  pr 
demmentS2Xi  SSY,  SSZles  sommes  des  projections  des  fo 
sur  les  trois  axes  0  (S,  Y,  Z),  et  désignons  par  L„  L,,  L 
sommes  de  leurs  moments  relatifs  aux  mêmes  axes.  En  opé 
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la  composition  comme  il  a  été  dit  au  paragraphe  1 72,  on  obtient 
une  résultante  Q  appliquée  au  point  0  et  un  couple  (*,  —  $), 

et  pour  que  la  résultante  R  de  Q  et 
de  $  puisse  fournir  avec  —  ^  une  ré- 
sultante unique,  il  faut  évidemment 
que  cette  force  R  rencontre  —  *,  ce 
qui  exige  que  Q  soit  situé  dans  le  plan 
du  couple,  et.soit  par  conséquent  per- 
pendiculaire à  son  axe.  Mais,  d'après 
les  conditions  d'équivalence,  cet  axe 
doit  avoir  L„  L^,  L,  pour  projections  sur  les  trois  axes  coor- 
donnés,   et    les  projections  de   Q  sur  les   mêmes  axes   sont 

S2X,  S 2 Y,  S2Z,  la  condition  de perpendicularité  sera  donc: 

(1)  uS5:x  +  L,S5;Y.fL,S5;z=o, 

et  cette  condition  devra  être  satisfaite  toutes  les  fois  que  le  sys- 
tème de  forces  donné  pourra  se  réduire  à  une  seule  résul- 
tante (*). 

1 T5.  Obfiier valions  relatives  &  la  composition  des 
for<^es  et  des  couples  appliqués  &  un  solide  i  ana» 
lofi^e  avec  la  composition   des   mouvements.   —  II 

existe  entre  la  composition  des  mouvements  élémentaires  simul- 
,  tanés  d  un  système  invariable  (S  38  et  suivants)  et  celle  des 
forces  appliquées  à  un  solide  une  analogie  remarquable  qu'il  est 
intéressant  de  signaler.  Les  règles  de  composition  sont  en  effet 
identiques  si  Ton  assimile  les  axes  représentatifs  des  rotations  à 


(*)  Si  cette  condition  est  satisfaite  pour  un  système  d'axes  donné,  elle 
doit  Têtre  évidemment  pour  tout  autre  système  d'axes,  puisque  la  propriété 
qu'elle  exprime  est  indépendante  du  choix  des  axes  :  on  vérifie  aisément  qu  il 
en  est  efiectivement  ainsi. 

On  peut  retrouver  directement  la  relation  (1)  en  écrivant  que,  dans  Thypo- 
ibèse  admise,  il  y  a  des  points  de  l'espace  (points  de  la  résultante  unique) 
pour  lesquels  la  somme  des  moments  des  forces  données  est  nulle  :  la  condi- 
tion, pour  que  de  pareils  points  existent,  se  traduit  précisément  par  l'équa- 
tion (i). 
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des  forces  et  les  couples  de  forces  à  des 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  axes  d 
des  translations. 

Cette  assimilation  fournit  immédiatem< 
intéressants  tant  pour  les  compositions  de 
les  compositions  de  forces  :  c'est  ainsi  qu( 

établie  au  paragraphe  précédent  et  appli 
des  déplacements  élémentaires,  exprimera 
pour  que  ces  déplacements  se  réduiseï 
résultant  à  une  rotation  unique,  à  la  condi 
%1X  SS'^.  S^Z  les  sommes  des  project 
posantes  sur  les  axes,  et  par  L„  L,,  L,  1< 
tions  des  translations  composantes  ajouti 
rotations  composantes  relativement  à.  ces 

On  Toitaussi  qu'un  système  quelconque  d 
nés  peut  toujours  être  remplacé,  et  d'une  î: 
deux  rotations  résultantes,  et  que  le  tétra 
axes  représentatifs  de  ces  deux  rotations 

Réciproquement,  les  résultats  obtenus 
composition  des  mouvements  simultanés 
qu'on  peut  toujours,  mais  d'une  seule  m 
elles  les  forces  appliquées  à.  un  solide  de  n 
par  une  force  et  un  couple  dont  le  plan  s< 
direction  de  la  force. 

«  A 76.  ApplIcatloD  à.  l*équlllbr< 

Un  solide  ayant  la  forme  d'un  tétraèdre  j 
système  de  quatre  forces  extérieures  res 
culaires  à  ses  quatre  faces,  appliquées  au 
ces  faces  supposées  homogènes  et  propoi 
faces  :  on  se  propose  de  démontrer  qi 
équilibre  si  les  forces  sont  dirigées  t( 
l'intérieur,  soit  vers  l'extérieur  du  solide. 
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ms  par  S„,  S*,  S„  Sj  les  aires  des  quatre  faces  respecti- 
pposées  aux  sommets  A,  B,  C,  D,  par  a,  b,  c,  d  les 
)  gravité  de  ces  faces  et  par  F,,  Fj,  F„  Fj  les  quatre 


ipectivement  appliquées  en  ces  points  et  égales  par 

k  /cS„,  kSi,  k5„  k%,  k  représentant  un  facteur  constant 

e. 

13  trois  de  ces  forces  F»,  F„  Fj  par  exemple  sur  li 

le  la  quatrième  force  F,,  nous  aurons,  à  cause  de  laper- 

■ité  des  forces  auz  faces  : 

Project.  Ft  =  Ftc08(FtF.)=fiStcos(StS,), 

ue  la  somme  des  projections  de  F»,  F„  F^  sur  la  direc- 
sera  : 

h  [s, ces  (Si Sa)  +  S,cos(S,S,}  +  SjCOs(SiS,)], 


i  somme  des  projections  de  trois  faces  d'un  tétraèdn 
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décomposé  en  tétraèdres,  et  si  le  polyèdre  est  soumis  à  l'action  de 
forces  perpendiculaires  à  ses  faces  et  satisfaisant  aux  conditions 
de  l'énoncé  précédent,  on  pourra  toujours  démontrer  l'équilibre 
de  chacun  de  ces  tétraèdres  par  l'adjonction  de  forces  fictives, 
égales  et  opposées  deux  à  deux,  appliquées  aux  centres  de  gravité 
des  faces  de  séparation  des  tétraèdres  et  proportionnelles  aux 
aires  de  ces  faces. 

Si  Ton  suppose  actuellement  que  les  faces  du  polyèdre 
deviennent  infiniment  petites,  on  arrive  à  la  proposition  suivante, 
souvent  appliquée  en  hydrostatique  : 

Un  solide  quelconque  est  en  équilibre  lorsqu'il  est  soumis  sur 
tous  ses  éléments  superficiels  à  des  forces  normales  proportion^ 
nelles  à  Vétendue  de  chaque  élément  et  toutes  dirigées  soit  vers 
Vintérieury  soit  vers  V extérieur  du  solide. 

•  l'7'7.  Cas  où  les  poiats  du  solide  sont  soiimto  à 
des  forces  de  gnt^Andeurs  et  de  directions  constantes  t 
asLcs  d'équilibre  s  éipillliire  astatique.  —  Si  les  forces 
qui  agissent  sur  les  différents  points  d'un  solide  sont  indépen- 
dantes (comme  dans  le  cas  de  la  pesanteur)  de  la  situation  de  ces 
points  dans  l'espace,  on  donne,  d'après  Mœbius,  le  nom  Xaxe 
d'équilibre  à  toute  droite  telle  qu'une  rotation  quelconque  du 
solide  autour  de  cette  droite  laisse  subsister  l'équilibre  supposé 
préalablement  établi. 

Cherchons  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une  droite 
donnée,  l'axe  OX  par  exemple,  soit  axe  d'équilibre. 

Les  équations  d'équilibre,  primitivement  satisfaites  par  le 
système  des  forces  données  F  (X,  Y,Z),  étant  (S  164) 

0)  S2x=o      S2Y=o      S2z=o 

(2)        S2iYz~Zy)  =  0       S2(Z^-Xz)  =  0       S5;(Xy-Yx)  =  0, 

il  faut  qu'après  une  rotation  quelconque  a  autour  de  OX,  les  six 
équations  analogues  soient  encore  vérifiées  par  les  mêmes 
forces  F  dont  les  grandeurs  géométriques  ne  sont  pas  changées 


ÉTUDE  DES  FORCES 

par  hypothèse,  mais  dont  1« 
la  rotation,  se  trouvent  seul 
Le  déplacement  en  ques 
tioQs  (1),  on  n'aura  à  s'occu 
forme  (2),  et  les  nouvelles  é 

(2")    SSOf^-Z!'')=0     S2 


devant  être  satisfaites  que 
conditions  qui,  en  tenant  C( 
aux  trois  suivantes  : 

SX' 

Il  est  facile  de  vérifier  ■ 
satisfaites,  il  en  sera  de  mêi 
à  une  droite  quelconque  0'^ 
vériScation  de  transporte] 
point  C  de  cette  nouvelle  d 

Pour  que  les  trois  axoa  < 
faudra,  d'après  le  résultat 
tioDs  (1)  les  neuf  conditions 

soient  satisfaites  par  le  sys 

S'il  en  est  ainsi,  il  est  : 

l'espace  est  axe  d'équilibre. 
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qoe  nous  venons  de  définir,  on  dit  qu'il  est  astat. 
libre  existe  alors  pour  toutes  les  positions  possi 
dans  l'espace.  En  effet,  un  déplacement  quelconqu 
s'obtenir  par  une  translation  qui  ne  change  rien  é 
conditions  d'équilibre  et  par  une  rotation  qui,  d'aj 
tration  précédente,  ne  détruit  pas  non  plus  cet  é 
puisque  l'axe  de  cette  rotation  sera  toujours  un  e 

1  "VS.  Cas  d*un  «oUde  qui  n*erBt  pa«  Ul 
llt£«.  —  Il  peut  se  faire  qu'un  solide,  comme  un 
ne  soit  pas  libre,  c'est-à-dire  que  parmi  les  forc< 
sur  ce  solide,  il  y  en  ait  d'Inconnues  à  la  connaissj 
on  supplée  au  moyen  de  certaines  conditions  géo 
conditions  consistent  par  exemple  dans  la  fixi 
points  ou  dans  l'ûbligation  pour  certains  points  de 
des  lignes  ou  des  surfaces  données,  ou  enfin  di 
pour  certaines  surfaces  invariablement  liées  au 
tangentes  à  des  surfaces  fixes. 

Dans  ces  différents  cas  on  cherchera  k  déterm 
du  solide  en  éliminant  les  forces  inconnues,  appt 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  point  :  on 
calculer  ces  réactions  par  des  procédés  analogi 
nous  avons  employés  dans  ce  dernier  problème. 

Nous  donnerons  un  exemple  très  simple  d'^ 
genre. 

l'VO.  Bqaillbre  d'an  «oUde  pesant  i 
planhorlxontal.  —  Imaginons  un  solide  pesi 
plan  horizontal  qu'il  touche  par  un  certain  nombr 
que  a,&,c,(f,e...  et  cherchons  à  établir  les  conditio 
libre. 

Nous  supposerons  d'abord  (abstraction  faite 
dont  nous  parlerons  plus  tard)  que  les  forces  de  1 
festent  par  de  simples  réactions  verticales  telles  c 
Le  solide  étant  en  équilibre  sous  l'action  de  ces 
"^  pesanteur,  toutes  ces  forces  qui  sont  paralU 
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Mais  si  ce  mode  de  solution  est  facile  à  concevoir,  il  serût 
<l*une  exécution  très  difficile,  et  les  calculs  auxquels  on  serait 
conduit  présenteraient  une  extrême  complication.  On  les  simplifie 
dans  une  certaine  mesure  en  opérant  de  la  manière  suivante: 

Supposons  qu'au  premier  instant  considéré  les  axes  OX,  OY, 
OZ,  dont  les  directions  sont  arbitraires,  aient  été  choisis  de 
manière  à  ce  que  leurs  parallèles  menées  par  le  centre  de 
gravité  soient  les  axes  principaux  du  solide  donné.  Alors  les 
sommes  ^1nx^y^^  S^Vi^u  S^^i^i  seront  nulles  et  les  autres 
coefficients  s'exprimeront  très  simplement  au  moyen  des  moments 
d'inertie  principaux  A,  B,  G  ;  par  exemple  : 

§m  {y]  +  z])  sera  égal  à  A, 

j^m  {y\  —  z])    »       »     à  C  —  B,  etc., 

«n  sorte  que  les  équations  (2)  deviendront,  conformément  à  un 
résultat  déjà  obtenu  (§  1 63)  : 


dp 
dï 


A5r  +  (C-B)gr  =  L'., 


(3)  B^-  +  (A-C).rp=L',, 

Les  équations  (2)  mises  sous  cette  forme  simple  prennent  le 
nom  inéquations  d'Euler  et  elles  donnent  à  Vinstant  considéré 
les  accroissements  différentiels  dp,  dq^  dr  des  composantesp,g,f 
de  la  rotation  du  solide,  Vivant  des  axes  de  direction  constata 
coïncidant  momentanément  avec  les  axes  principaux  du  solide. 

Pour  pouvoir  les  appliquer  d'une  façon  continue  et  les  intégrer 
par  conséquent,  il  faudrait  supposer  que  les  axes  principaux 
d'inertie  restent  en  coïncidence  permanente  avec  les  axes  GXj, 
<iY^,  GZ,,  mais  la  rotation  même  du  solide  doit  faire  cesser  cette 
<îoïncidence. 

Afin  de  lever  cette  difficulté,  supposons  qu'au  lieu  de  décom- 
poser la  rotation  suivant  les  trois  axes  G  (X^,  Y^  Z,),  on  la  décom- 
pose à  chaque  instant  suivant  les  trois  axes  principaux  d'inertie  : 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATl 

les  composantes  initiales  p,  q,  r  ser 
il  reste  &  vérifier  que  leurs  différei 
des  quantités  négligeables. 

Ces  différentielles  sont  dans  la  pr 
tions  dp,  dq,  dr  de  dQ  (différentie 
tionÛ)  sur  les  axes  G  (X,,y,,Z,),  et  d 
différences     algébriques 
îp,  iqy  dr  obtenues  en  re- 
tranchant respectivemest 
les  projections  de  Û  sur 
lesaxe8G{X„Y„Z,}de8 
projections  de  (Q+.dQ) 
sur  les   axes  G  (a,  p,  -j) 
qui  sont,  après  un  pre- 
inier  élément  de  temps, 
les    positions    nouvelles 
des  axes  d'inertie.  t 

Or,  le  déplacement  de 
ces  axes  étant  dû  à  une 
rotation  élémenture  autour  de  Û,  1 
G3,  Gy  doivent  être  égales  h.  celles 
par  suite  les  différentielles  5p,  Iq,  1 
comme  rigoureusement  représentée! 
sur  les  axes  G  («,|,  f)- 

Mais  les  axes  G  (a,  0,  y)  faisant  av 
angles  infiniment  petits,  les  projec 
géométrique  sur  ces  deux  systèmes  i 
géant  les  infiniment  petits  d'ordi 
conserve  {*). 


I*)  Soieat  en  eSbt  X,  |i,  v  les  angles  de  di. 
Ip  =  dH  ces  (dû,  G>)  =  dQ  [cos  X  cos  | 

+  008  V  CO 

«D  évslaam  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  < 
angles  que  font  ces  directions  avec  les  axeR 
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Ainsi  les  équations  d'Euler  peuvent  être  considérées  comme 
donnant,  pendant  le  premier  instant  du  mouvement,  les  accrois- 
sements différentiels  des  composantes  de  la  rotation  prises  d  une 
manière  continue  suivant  les  trois  axes  principaux  du  solide. 
Mais  alors  ces  mêmes  équations  seront  encore  applicables 
pendant  l'instant  suivant  par  rapport  aux  axes  principaux 
déplacés,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  qu'elles  pourront  être 
appliquées  d'une  manière  continue  sous  la  forme  simple  que 
nous  leur  avons  donnée,  à  la  condition  d'entendre  par i?,^, ries 
composantes  de  la  rotation  prises  à  chaque  instant  suivant  les 
axes  d'inertie  principaux  et  par  L'„L'„L',  les  moments  des 
forces  extérieures  relatifs  à  ces  mêmes  axes. 

Le  déplacement  de  ces  axes  mobiles  se  trouve  défini  par  la 
connaissance  successive  des  valeurs  de  jo,  g,  r  que  fournissent  les 
équations  d'Euler. 

Mais  l'intégration  de  ces  équations  n'en  reste  pas  moins 
irréalisable  en  général,  toutes  les  fois  que  les  forces  extérieures 
sont  données  relativement  à  des  directions  fixes  de  l'espace: 
car  alors  les  expressions  de  L'„  L'^,  h\  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions d'Euler,  dépendent  précisément  du  déplacement  encore 
inconnu  du  solide  que  ces  équations  doivent  déterminer. 

1S2.  Cas  particulier  d'un  solide  qui  n'est  soumis 
à  l'action  d'aucune  Ibrce  extérieure.  BUipsoïde  de 
Poinsot.  —  La  difficulté  que  nous  venons  de  signaler  se  trouve 
évidemment  écartée  dans  le  cas  très  simple  où  le  solide  n*est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force  extérieure  et  se  meut  par 
conséquent  en  vertu  seulement  des  vitesses  initiales  de  ses 
points  et  de  la  loi  d'inertie. 


Or,  en  négligeant  les  infiniment  petits,  od  a  ; 

CCS  (GXi,  Ga)  =  1  cos  (GYi ,  €a)  =  0  ces  (GZj,  Gx)  =  0. 

Donc  enfin 

6p  s  dû  cos  X  =  dp. 


.   ~\  ^iz.- 
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S*^11gx,  mV  =  Ap, 
SoRgy,  mV  =  Bq, 
S^OÎLgz,  mV=Cr, 

Ces  sommes  sont  les  projections  sur  les  axes  G  (X,,  Yj,  ZJde 
l'axe  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  du  solide 
relatif  au  point  G. 

Le  plan  du  maximum  des  aires,  qui  est  perpendiculaire  à  cet 
axe,  fait  donc  avec  les  trois  plans  coordonnés  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement  égaux  à 


Cr 


V^A«p*  +  B«q«  +  C*r« 

Ap 
\/AV  +  B«q»  +  C«r«' 

Bg 
V'A'p'i-  B*q*-f  C«r 


•  « 
t 


Or,  l'ellipsoïde  central,  rapporté  aux  mêmes  axes,  a  pour 
équation  à  l'instant  considéré 


(2) 


Axî  +  Byî  +  CzJ  =  l. 


Considérons  le  point  j*  {x\  y\z')  où  Taxe  instantané  Gû  perce 
y  ,  ^    cet  ellipsoïde^  et  soit  l  la  longueur 

^  jti     du  rayon  G|A  :  on  a  : 


(3) 


X' 

P 

/ 

Ci> 

■■  t 

='^, 

l 

(O 

.      2' 

r 

•» 

ss  *- 1 

l 

<t> 

ci>  désignant  toujours  la  grandeur 
de  vitesse  atiguliaire  dont  j?,?,^ 
août  lé^4rbis  composantes. 


'■F-,  - 
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Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  \l  ayant  pour  équation  : 
OU,  d'après  les  relations  précédentes, 

(4)  Kpxi  +  B  gj/i  +  C  rzj  =  j , 

est  donc  parallèle  à  l'instant  considéré  au  plan  du  maximum 
des  aires,  et. comme  il  doit  en  être  de  même  à  tous  les  instants 
du  mouvement,  puisque  cette  propriété  ne  dépend  en  rien  de 
Torientation  des  axes,  le  plan  tangent  à  Vellipsoïde  central  au 
point  oii  il  est  percé  par  Vaxe  de  rotation  conserve  une  direc- 
tion  fixe  dans  Vespace^ 

Appliquons  actuellement  le  théorème  des  forces  vives. 
-  D'après  ce  théorème,  la  variation  de  force  vive  du  solide  pen» 
dant  un  temps  donpé  est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces 
extérieures  pendant  le  même  temps.  Or,  dans  le  mouvement 
relatif  qui  nous  occupe,  les  forces  extérieures  apparentes  et 
réelles  étant  nulles,  la  somme  de  leurs  travaux  est  constamment 
nulle,  et  par  suite  la  force  vive  du  solide  doit  conserver  une 
valeur  constante.  Cette  force  vive  est 

w«Smr«      ou      w'MR», 

en  désignant  par  R  le  rayon  de  giration  relatif  à  l'axe  6[x. 
Mais,  d'après  la  détermination  même  de  l'ellipsoïde  d'inertie, 

Donc  : 

(5)  ci>«  MR*  =  M  ^  =  constante» 

•     .  * 

c'est-à-dire  que  ;  à  mesure  que  Vaxe  de  rotation  G^  se  déplace  à 
Vintérieur  du  solide ^  la  vitesse  de  rotation  varie  proportionnelle- 
ment  à  la  longueur  l  du  rayon  de  Vellipsoïde  central  coïncidant 
avec  cet  axe  de  rotation. 

Enfin,  d'après  le  théorème  des  aires,  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  solide^  par  rapport  à  son  centre 


*  ■     ~i-  ''^^-   "i  'T'- 


1-  * 


^."^'^m'inrî:».': 
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de  gravité,  est  constant  non  seulement  en  direction,  msûs  encore 
en  grandeur.  Ce  moment  est  égal,  d'après  ce  qui  précède,  à  : 


ou 


\/A«p*+  B«q«  +  C«r«, 


6JV^A«x'«-h  B«?/'«  +  C*2'« 
1 • 

en  remplaçant  p,  q  et  r  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (3). 
D'ailleurs,  si  Ton  désigne  par  S  la  distance  Gd  de  6  an  plan 

tangent  en  |a  à  Tellipsoîde  d'iner- 
tie, plan  dont  Téquation,  comme 
on  Ta  vu,  est  : 

cette  distance  S  est  précisé- 
ment égale  à 

i 

v^Â«3?n^BV*Tcv«' 

en  sorte  que  la  valeur  du  mo- 
ment résultant  peut  s'écrire 

et  comme  déjà  —  est  constant  d'après  un  résultat  que  nous 

venons  d'établir,  pour  que  c^  moment  soit  constant,  il  faut 
que  S  le  soit  également,  ce  qui  prouve  que  le  plan  tangent  à 
l'ellipsoïde  au  point  (&,  où.  il  est  percé  par  taxe  instanta}ié  de 
rotation^  conserve  une  position  invariable  par  rapport  aux  axes 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  mouvement  relatif  rapporté  à  ces 
axes,  l'ellipsoïde  d'inertie  reste  constamment  tangent  à  un  plan 
fixe.  De.  plus  il  ne  peut  que  rouler  sur  ce  plan,  puisqu'à  chaque 
instant  du  mouvement  son  point  de  contact  \k  est  situé  sur  l'axe 
instantané  de  rotation  et  a  par  conséquent  un  déplacement  nuL 
'  Enfin,,  la  vitesse  de  rotation  est  à  chaque,  instant  propor- 
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tionnelle  au   rayon  de  l'ellipsoïde  qui  passe  par  le  point  de 
contact  de  cet  ellipsoïde  avec  le  plan  fixe. 

On  doit  à  Poinsot  cette  image  remarquable  du  mouvement  que 
prend,  autour  de  son  centre  de  gravité,  un  solide  invariable 
abandonné  à  la  seule  action  des  forces  intérieures. 

On  a  donné  les  noms  de  polhodie.  et  d' herpolhodie  aux  courbes, 
lieux  respectifs  du  point  de  contact  \k  sur  Tellipsolde  central  et  sur 
le  plan  fixe. 

La  polhodie  est  une  courbe  fermée  C,  lieu  des  points  de  contact 
de  Tellipsoïde  avec  les  plans  tangents  communs  à  cet  ellipsoïde 
et  à  une  sphère  concentrique  :  cette 
courbe  se  projette  suivant  des  coni- 
ques sur  les  plans  principaux  de  l'el- 
lipsoïde. 

L'herpolhodie  est  une  courbe  G'  dé- 
crite autour  du  point  rf,  projection  du 
centre  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  fixe, 
et  qui  présente  en  général  un  con- 
tour sinueux  pouvant  se  fermer  ou 
ne  pas  se  fermer,  suivant  les  cas. 

L'étude  de  ces  deux  courbes  a  donné  lieu  à  d'intéressantes 
recherches  que  nous  devons  nous  borner  à  signaler  ici  (*). 

Si  le  solide  à  un  instant  donné  tournait  autour  d'un  des  axes 
de  son  ellipsoïde  central,  il  devrait,  d'après  les  résultats  précé- 
dents, continuer  à  tourner  indéfiniment  autour  de  cet  axe.  De 
là  le  nom  à!axes  permanents  de  rotation  donné  quelquefois  aux 
axes  principaux  d'inertie. 


(*)  Dans  le  cas  parliculier  des  ellipsoïdes  d'inertie,  qui  doivent  satisfaire 
comme  nous  l'ayons  fait  observer  (§  i  1 5)  à  cer- 
taines conditions  d'inégalité  entre  les  grandeurs 
de  leurs  axes,  MM.  Hess,  deSparre  et  Mannheim 
ont  démontré  que  Therpolbodie  devait  être  for- 
mée d'une  série  de  boucles,  sans  points  d'in- 
flexion ni  rebroussements,  comprises  entre  deux 
circonférences  concentriques. 

24 
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1^3.  Bxamen  de  quelquesi  ca^  motus  simples.  — 

L'étude  complète  que  nous  venons  de  faire  du  mouvement  d'un 
solide  lorsque  toutes  les  forces  extérieures  sont  nulles,  permet  de 
traiter  encore  le  cas  où  ces  forces  se  ramènent  à  une  résultante 
unique  passant  par  le  centre  de  gravité. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est 
celui  d'un  point  matériel  qui  serait  soumis  à  l'action  de  la  résul- 
tante des  forces,  et  la  rotation  du  corps  autour  de  ce  centre  de 
gravité  doit  s'effectuer  d'après  la  loi  de  Poinsot,  puisque,  dans 
ce  mouvement  relatif,  le  moment  de  la  résultante  générale  des 
forces  extérieures  et  des  forces  apparentes  par  rapport  au  centre 
de  gravité  est  constamment  égal  à  zéro  et  que  le  travail  de  cette 
résultante  est  également  nul  (*). 

Ce  résultat  s'applique  au  cas  d'un  projectile  pesant  lancé  à  la 
surface  de  la  Terre  (en  traitant  ce  mouvement  relatif  comme  un 
mouvement  absolu  et  en  ne  tenant  compte  ni  de  la  résistance  de 
l'air,  ni  des  variations  de  la  pesanteur) .  Le  centre  de  gravité  doit 
être  animé  du  mouvement  parabolique  étudié  au  paragraphe  76. 

S'il  s'agit  d'un  boulet  sphérique,  l'ellipsoïde  central  étant  évi- 
demment une  sphère,  l'axe  de  la  rotation  autour  du  centre  de 
gravité  conservera  une  direction  invariable  et  la  vitesse  de  cette 
rotation  sera  invariable  également. 

Si  le  solide  se  réduit  à  une  tige  homogène  À6  assimilable  à  une 
simple  droite  matérielle,  le  centre  de  gravité  est  évidemment  situé 

au  milieu  G  de  AB.  Le  mou- 
^^^      vementdelatigeautourdece 

-  Q    ^^^-^"^      g     centre  de  gravité  sera  une  ro- 

»^— "" -.. ,  ,  . 


A 


tation  uniforme  s'efifectuant 
dans  un  plan  de  direction  fixe, 
car  le  plan  du  maximum  des 
aires  est  évidemment  celui  de  deux  positions  consécutives  A  B,A'B' 
de  la  tige,  et  l'on  sait  que  ce  plan  a  une  direction  invariable. 
-T — _  — — —  ■  -  ■ 

(*)  Les  forces  dMûertie  d'entraînement  ne  sont  pas  nulles,  mais  elles  ont 
une  résultante  unique  appliquée  au  centre  de  gravité,  ce  qui  revient  au  noèiDe 
en  définitive  (§142). 


"•>■-"      ". 
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De  plus,  la  somme  des  aires  élémentaires  décrites  par  les 
points  de  AB  autour  du  point  G,  multipliées  respectivement  par 
les  masses  de  ces  points,. étant  égale  à  : 


T  S"*  '■*' 


;    I     i        ■  ■■tir 


I 


// W 7  l 


en  désignant  par  da  l'angle  dont  tourne  la  droite  AB  pendant  l'élé- 
ment de  temps  considéré,  cette  somme  ne  pourra  croître  proportion- 
nellement au  temps,  comme  Texige  le  théorème  des  aires,  que  si 

-77  =  constante, 
dt 

«'est-à-dire  si  la  vitesse  de  rotation  est  uniforme. 

D'ailleurs,  en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la  théorie  générale, 
on  reconnaît  que  Tellipsolde  central  se  réduit  à  un  cylindre  de  révo- 
lution autour  de  AB  :     ^ ^^^ -r 

la  rotation  de  la  tige     /   \  ' 

se  ramène  donc  à  la 
rotation  de  ce  cylindre 
autour  d*un  de  ses 
rayons  Gjji,  et  comme 
ce  rayon  est  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  au  cylindre  en  [x,  cet  axe  de  rotation 
est  permanent.  De  plus,  la  grandeur  de  la  rotation,  qui  est  propor 
donnelle  à  G[a,  doit  être  constante. 

1 84.  Percusslonfi  appliquées  à  un  solide.  —  Sup- 
posons qu'une  percussion  P  soit  appliquée  à  un  point  m  d'un 

solide  libre. 

Ecrivons  l'équation  géométrique  du  mouvement  du  centre  de 
gravité 

en  l'appliquant  à  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  compre- 
nant l'instant  pendant  lequel  la  percussion  agit,  nous  aurons  la 
relation 

M(V-Vo)  =  S2;Fd^4-P, 
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eant  §2^*^'  ^"'  ***■  infiniment  petit  à  cûté  do  P, 

:  M(V— V.)  =  P. 

du  centre  de  gravité  subit  donc  une  modification 
est  la  même  que  si  ce  point  affecté  d'une  masse  M 
i  une  percussion  égale  à  P  (S  TO). 

;tuenemeat  les  équations  d'Euler  rapportées  h  des 
dons  fixes  passant  par  le  centre  de  gravité  et  colDci- 
ant  considéré  avec  les  axes  principaux  d'inertie, 
en  désignant  par  N,,  N,,  N,  les  moments  de  la  per- 
atifs  &  ces  axes  : 

Adp  =  [B— C)  qrdt  +  V^dl  +  N„ 
Bdq  =  (C— A)rpd(  +  \.\dl  +  N„ 

Cd)-=1A-B)p3d(+  L'.dl  +  N,. 

remiers  termes  des  seconds  membres  étant  infini- 
par  conséquent  négligeables  à  côté  de  N,  ,N„  N„  le» 
bres  se  réduisent  k  ces  dernières  quantités;  les 
p,  ç'  et  r  qui  figurent  dans  les  premiers  membres 
re  dès  lors  des  valeurs  finies,  détenninées  par  les- 


lantitéa  sont  les  projections  sur  les  trois  axes  da 
iométrique  AU  que  subit  la  rotation  Q  par  l'effet  de 

9  de  reconnaître  que  la  direction  de  cette  rotation 
AU  est  conjuguée  dans  l'ellipsoïde  central  du  plan 
3  la  percussion  P  relatif  au  centre  de  cet  ellipsoïde, 
e  plan  de  ce  moment  étant  perpendiculaire  à  la 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  D' 

direction  de  son  ase 

^  _  JL  —  J_ 
N,  ""  H,  ~  N. 

a  pour  équation 

Or,  l'axe  de  ta  rotation  \Q  est 

—  =  JL  =J- 
Ap       Al}       \r 

DU,  d'après  les  valeurs  de  A/>,  A17,  Ar  : 


et  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette  directi 
l'ellipsoïde  est  bien  le  plan  (4). 
La  grandeur  de  la  rotation  Au  est  d'ailleurs 


VNl    ,     Ni 


Dans  le  cas  où  la  percussion  serait  appliqu 
repos,  elle  aurait  évidemment  pour  effet  de  de 
vement  initial  défini  par  une  vitesse  Vducentred 

MV  =  P 
et  par  une  rotation  AU  autour  de  ce  centre  de  g 

3'  CAS.    SOLIDE    QUI   n'eST   PAS  LI 

iS5.  Mouvement  d'un  «ollde  dom 
sont  flxea.  —  Nous  nous  bornerons  à  traiter 
aimplea  du  mouvement  d'un  solide  qui  n'est  pas 

Supposons  d'abord  deux  points  fixes  a  et  b. 
entière  doit  nécesswrement  rester  immobile  et 
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solide  ne  peut  être  par  conséquent  qu'une  rotation  autour  de 
cette  droite.  Nous  connaîtrons  ce  mouvement  si  nous  détermi- 
nons la  vitesse  a>  avec  laquelle  cette  rotation  s'effectue. 
Pour  cela,  prenons  les  équations  générales  du  mouvement  en 

choisissant  pour  axes  trois 
j  droites  rectangulaires  dont 

Tune,    OZ    par   exemple, 
coïncide  avec  ah. 

Les  six  équations  du  mou- 
vement renfermeront,  outre 
les  forces  connues,  les  deux 
réactions  inconnues  qui 
maintiennent  a  et  6  au  re- 
pos et  qu'on  stjppose  appli- 
quées précisément  en  ces 
points.  Mais,  parmi  ces  six 
équations,  il  y  en  a  une 
qui  ne  contiendra  pas  ces 
réactions,  c'est  l'équation 
des  moments  relative  à  OZ. 
Cette  équation  exprime  que 
la  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  OZ  des  forces  exté- 
rieures et  des  forces  d'inertie  est  égale  à  zéro. 

Or,  dans  le  mouvement  de  rotation,  qui  peut  seul  se  produire, 
la  force  d'inertie  d'un  point  m  de  masse  m  se  composera  : 

1®  De  la  force  d'inertie  mtù^r  normale  à  sa  trajectoire  et  cen- 
trifuge, dirigée  par  conséquent  suivant  la  perpendiculaire  nm 
abaissée  de  m  sur  l'axe  OZ  ; 

2®  De  la  force  d'inertie  tangentielle  mr  -tt  dirigée  suivant  la 

tangente   m^   et  avec  son  signe  dans  le   sens  m/' des  angles 
négatifs. 

Le  moment  de  la  force  d'inertie  relatif  à  OZ  est  égal  à  la 
somme  des  moments  de  ses  composantes,  c'est-à-dire  au  moment 

de  ^^-jT»  puisque  celui  de  wwV  est  nul.  La  somme  de  ces 


■* ■ 
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moments  se  réduit  donc  pour  l'ensemble  du  solide  à  : 

mr-^xr    ou    -_y.,M) 
et  l'équation  que  nous  nous  proposions  d'établir  s'écrira  : 


-i^S»^  +  L.=„, 


OU 


■57= "'"r 

en  désignant  par  L^  la  somme  des  moments  des  forces  connues 
relativement  à  Taxe,  et  par  I  le  jnoment  d'inertie  du  solide  par 
rapport  à  cet  axe. 

Cette  équation  fait  connaître  la  rotation  (o. 

Les  autres  équations  du  mouvement  permettent  de  déterminer, 
au  moins  dans  une  certaine  mesure,  les  réactions  inconnues. 

En  effet,  les  six  équations  du  mouvement  s'obtiennent  comme 
on  sait  en  écrivant  : 

1®  Que  la  somme  des  projections  des  forces,  y  compris  la  force 
d'inertie,  est  nulle  sur  chacun  des  axes  ; 

2**  Que  la  somme  des  moments  de  ces  forces  est  nulle  égale- 
ment par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Actuellement  le  mouvement  du  solide  étant  connu,  les  forces 
d'inertie  peuvent  être  calculées  ;  les  équations  en  question  déter- 
minent donc  complètement  : 

1**  La  somme  des  projections  sur  les  trois  axes  des  deux 
réactions  inconnues  R  et  R',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  résul- 
tante de  translation,  c'est-à-dire  la  somme  géométrique  de  ces 
deux  forces  ; 

2^*  La  somme  des  moments  de  ces  mêmes  forces  relativement 
aux  trois  axes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  somme  géomé- 


(*)  Car  si  —  est  positif,  le  moment  en  question  doit  être  évidemment 
négatif,  d'après  les  conventions  admises  pour  les  signes  des  moments. 
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trique  des  moments  de  ces  deux  réactions  relativement  à  Torigine. 
Il  est  à  remarquer  que  les  moments  de  ces  deux  réactions  étant 
nuls  par  rapport  à  OZ,  l'équation  des  moments  relative  à  cet  axe 
(c'est-à-dire  celle  qui  a  servi  à  la  détermination  de  m)  n'a  pins 
d'utilité  dans  le  calcul  actuel. 

Les  deux  autres  équations  suffisent  pour  déterminer  la  somme 
des  moments  de  ces  deux  réactions  relativement  à.  l'origine,  au 
moyen  de  ses  deux  projections  sur  OX  et  OY  (puisque  les  deui 
réactions  rencontrant  OZ,  les  axes  de  leurs  moments  sont  situés 
dans  le  plan  XOY,  ainsi  que  leur  somme]. 

Supposons  que  pour  simpliUer  on  transporte  l'origine,  jusqu'à 
présent  arbitrairement  choisie,  sur  OZ,  au  point  d'application  a 
de  l'une  des  deux  réactions  ;  le  moment  de  cette  réaction  devenant 
nul,  les  deux  équations  pré- 
cédentes fourniront  le  moment 
de,  l'autre  réaction  R' relative- 
ment au  point  a.  L'axe  fl[i  de 
ce  moment  étant  d'ailleurs  si- 
tué dans  le  plan  XOY,  ainsi 
qu'on  l'a  fait  observer  plus 
haut,  si  l'on  mène  par  aï  le 
plan  PaZ  perpendiculaire  à  ap,, 
on  voit  que  la  réaction  R'  doit 
être  située  dans  ce  plan  et 
l'on  connaît  de  plus  l'aire  du 
triangle  abr'  que  son  extré- 
mité r'  forme  avec  ab.  Le  point  /  ne  pourra  donc  que  glisser  sur 
la  parallèle  r'K  à  aZ,  mais  il  pourra  être  choisi  à  vohAité  sur 
cette  droite.  Sa  position  une  fois  fixée,  si  l'on  mène  par  b  la 
grandeur  géométrique  6S  égale  à  la  somme  R  +  H-  déterminée 
précédemment,  r'S  représentera  la  seconde  réaction  R. 

Il  subsiste,  on  le  voit,  une  indétermination  dans  les  valeurs  des 
réactions  R  et  R',  c'est-à-dire  qu'un  solide  théorique  étant  sou- 
mis à  un  système  de  forces  données,  il  existe  différents  systèmes 
de  réactions  R  et  R'  qui,  appliquées  aux  points  a  et  b,  sont  capables 
de  maintenir  ces  points  au  repos. 
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Dans  les  applications  pratiques,  il  est  nécessaire  de  faire  inter- 
venir des  considérations  d'un  autre  ordre  pour  achever  la  déter- 
mination des  réactions.  En  effet,  ces  forces  se  développent  en 
réalité  par  l'effet  de  déformations  très  petites  du  solide  :  ces 
déformations  aux  points  a  et  b,  et  par  suite  lesréactions  qu'elles 
provoquent,  dépendent,  on  le  conçoit,  de  la  nature  des  forces 
extérieures  agissant  sur  le  solide  et  aussi  de  sa  constitntion 
intime,  autrement  dit  de  son  élasticité,  qui  le  rendra  aux  points 
ffl  et  i  plus  ou  moins  déformabla.  Ces  considérations  sur  les- 
quelles nous  ne  pouvons  insister  ici,  ae  rattachent  plus  spéciale- 
ment au  Cours  de  Mécanique  appliquée  :  on  les  retrouvera  cons- 
tamment dans  l'étude  de  la  Résistance  des  matériaux. 


ISG.  Calcul  des  réaetlona.  —  Nous  compléterons 
l'étude  théorique  que  nous  venons  de  faire  en  établissant  les 
équations  auxquelles  les  réactions  R  et  R'  doivent  satisfaire. 

Le  mouvement  étant  une  rotation  tii  autour  de  OZ,  la  force 
d'inertie  d'un  point  se  compose  comme  on  l'a  vu  ; 

1°  De  la  force  centrifuge  miit*r  dirigée  suivant  le  prolongement 
du  rayon  mn; 

2'  Delaforce  d'inertie  tangentiellettw--T-  dirigée  {avec  son  signe) 


rfr 


«n  sens  inverse  delà  direc- 
tion des  angles  positifs. 
Si  l'on  suppose  que  les 
angles  positifs  tournent 
de  OY  vers  OX,  les 
composantes  de  la  force 
d'inertie  d'un  point  sui- 
vant les  trois  axes  seront  : 


Y,  =  +  n 

z,  =  o, 


-my  - 


y- 
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et  ses  moments  relatifs  aux  mêmes  axes  : 

Àa.  =  Z|y  —  YiZ  =  —  mti^yz^mxz  — 
Xy  =  X,z  —  ZiX  =  +  mco*xz  —  myz  — 
X,  =  Y,x  — Xji/  =  +  m  (a;«  +  y*)  •^. 

Désignant  comme  précédemment  par  S2X,  S 2 Y,  §2^  les 
projections  sur  les  axes  de  la  résultante  de  translation  des  forces 
extérieures  connues  appliquées  au  solide  et  par  L,,  L„  L,  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  relativement  aux  axes,  les  six 
équations  du  mouvement  seront  : 

S5;x  +  Ra,+R'a,  +  S^.=o 
S1y  +  r,  +  r',  +  Sy,==o 

S^Z  +  R. +R',  +  SZ,  =  0, 


c'est-à-dire 


(1)       et: 


U  +  OR/ox  R  +  ^ïî^ox  R'  +  S'A:,  =  0 
L,  +  OTLoz  R  +  ^n^oz  R'  +  s  ^'  =  ^' 

Lx  +  OKox ï^  +  ^l"^ox  R'— «-"  S ^'ly-  —  ^S ^^'  =  ^ 

Cette   dernière   relation  est  celle  dont   nous  nous  sommes 


c'est-à-dire  : 


*r 
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servis  pour  déterminer  le  mouvement  :  elle  ne  renferme  pas  les 
réactions  :  on  ne  dispose  donc  en  réalité  que  de  cinq  équations 
pour  déterminer  les  six  inconnues  R„  R^,  R„  R'^,,  R'y,  R',. 

Si  Ton  transporte  l'origine  en  a  et  si  Ton  désigne  par  l  la 
distance  ab,  les  cinq  équations  utiles  se  réduisent  k  : 


Rr  +  R'x  = 
Hy  +  R',  = 

Rx  +  R',  = 
ZR'x  = 


r' 


Les  deux  dernières  donnent  immédiatement  R'^  et  R'^,  c  est-à- 
dire  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  R';  les  deux  premières,  où 
Ton  porte  à  la  place  de  R',,  et  R'^  les  valeurs  trouvées,  fournissent 
à  leur  tour  R^  et  R^,  c'est-à  dire  la  projection  de  R  sur  XOY,  et 
Ton  voit,  conformément  aux  remarques  géo- 
métriques du  paragraphe  précédent,  que  ces 
deux  projections  sont  complètement  déter- 
minées. 

Les  extrémités  r  et  r'  de  R  et  R'  ne  peu-  ^VsLR 

vent  donc  que  glisser   sur  deux  parallèles 

à  ab,  et  d'ailleurs  elles  ne  sont  assujetties     r/ 

qu'à  la  condition 


R,  +  R',  =  -S2^' 

(|ui  oblige  seulement  leurs  projections  r,  et 
rj  sur  Taxe  à  détacher  sur  cet  axe  un  seg- 
ment r^i  de  longueur  donnée. 


18*7.  Bxamen  d'un  cas  particulier.  —  Si  Ton  suppose 
pour  simplifier  que  le  plan  ZOX,  jusqu'ici  arbitraire,  soit  mené 
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mtre  de  gravité  du  solide,  en  déelgoant  comme  ci- 
Etr  Ç,  V),  C  les  coordonnés  de  ce  point,  les  valeurs  des 
de  projections  des  forces  d'iDertie  sur  les  trois  axes  se 
,  ^my  étant  nul ,  à  : 

)lu6,  l'axe  de  rotation  est  supposé  axe  principal  en  l'un 
'ints,  il  en  résulte  qu'on  doit  pouvoir,  en  relevant  d'une 
:ouvenable  h  le  plan  XOY,  rendre  nulles  les  quantités 
nyî.  On  doit  donc  pouvoir  faire  par  la  substitution 
kz: 

^mx(z-h)  =  %my{,-h)  =  0, 

re 

^mxz-  hME=Swyz  — hMn  =  0; 

1,  puisque  i]  =  0,  ^myz  doit  être  nul. 

oduisant  cette  hypothèse  dans  la  valeur  des  moments 

3  d'inertie,  ces  moments  se  réduisent  aux  expressions 

remarquer  que  dans  ce  cas  les  forces  d'inertie  peuvent 
tes  à  une  résultante  unique,  car  la  condition 

1  paragraphe  174  se  réduit,  k  cause  de  §Z,  =  0,  à 
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et  elle  se  trouve  satisfaite  par  les  valeurs  précédentes. 

1 SS.   BfTet  d*une  pereiuMlon  appliquée  ik  un  »olli 

mobile  autour  d*un  axe.  —  Supposons  qu'un  solide  mob 
autour  d'un  axe  et  primitivement  au  repos  soit  soumis  à  l'acti 
d'une  percussion,  c'est-à-dire  (S  TO)  d'une  force  agissant  penda 
un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  et  dont  l'impulsion  éléme 
taire  Fdt  ait  une  valeur  finie  P. 

Soient  P,,  P,,  P,  les  projections  de  la  percussion  sur  les  tn 
axes,  N„  N,,  N,  ses  moments  relatifs  aux  trois  marnes  axf 
L'équation 


l 


appliquée  à  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  pendant  leqi 
agit  la  percussion,  donne  ; 


15) 


puisque,  u  étant  primitivement  nul,  sa  valeur  est  égale  &  s 
accroissement.  On  voit  donc  que  la  percussion  détermine 
production  brusque  d'un  mouvement  de  rotation  dont  nous  savo 
calculer  la  vitesse. 

Quant  aux  réactions,  elles  s'obtiennent  par  les  équations 
paragraphe  180  que  l'on  multiplie  par  dt,  et  où  l'on  rempla 
SSXdt,  SSYdt,  SIXdf,  par  P„  P„  P.;  L,d(,  L,dt,  L.dt  par  i 
N„  N„  du  par  u  et  wd(  par  zéro.  Si  l'on  suppose  d'ailleurs  comi 
précédemment  le  plan  ZOX  mené  par  le  centre  de  gravitéj  §1» 


^îryr. 
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étant  nul,  il  reste  : 


(6) 


P.  +  ïixdt  +  R'«d«  =  0, 

P„  +R„df  +  R',d«  +  coMÇ  =  0, 

P, +  R,df  4-  R',df  =  0, 

^x  +  OïiQj^Kdt  +  Cr^.Q^fi'dt'^taSmxz 

N„  +  OHoY  Rdt  +  ortoY  R'di  —  wSmyz 


^0, 
0; 


<i)  étant  actuellement  connu,  ces  équations  ne  renferment  plus 
que  R  et  R'  d'inconnues  et  elles  montrent  que  les  impulsions  élé- 
mentaires Rdt  et  Kdt  doivent  avoir  une  valeur  finie.  En  d'autres 
termes  l'effet  de  la  percussion  sera  de  produire  deux  percusHons- 
réactions  aux  points  fixes  a  et  6.  Ces  percussions  Rdt,  R'df  se 
trouvent  d'ailleurs  déterminées  d'une  façon  incomplète  comme 
Vêtaient  les  réactions  dans  le  cas  des  forces  finies. 


1S9.  Conditions  pour  que  les  percuMBiona-réac- 
tions  «oient  nulles.  —  Cherchons  s'il  est  possible  de  déter- 
miner la  percussion  P  de  manière  à  ce  que  les  percussions-réac- 
tions soient  nulles. 

Les  trois  premières  des  équations  (6)  font  voir  d'abord  que,  s'il  en 


Z 


Zy 


«- 


: -c£i 


est  ainsi,  P,  et  P,  doi- 
vent être  nuls.  La  per- 
cussion P  doit  donc  être 
parallèle  à  l'axe  des  y. 
D'ailleurs  l'origiue 
y     des  coordonnées,  dont 

la  position    sur  l'axe 

OZ  était  jusqu'à  pré- 
sent quelconque,  peut 
être  fixée  sur  cet  axe 
de  manière  à  ce  que 
le  plan  XOY  renfenue 
P.  Alors  les  moments  N,  et  N^  étant  nuls,  les  deux  dernières 
équations  (6)  exigent  que  ^mxz^  S^^2/^  soient  nuls,  c'est-à-dire 
que  l'axe  OZ  soit  axe  principal  au  point  0. 

Enfin  si  l'on  désigne  par  d  la  distance  OD  de  P  à  sa  parallèle 


:.  t 
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OY,  réquation  (5)  donnera  : 


P.d 


(i> 


d'où  à  cause  de  P^  =  P  =  M^w  (2*  équation  6) 


d  = 


MÇ 


Actuellement  nous  avons  effectivement  exprimé  que  les  réac- 
tions R  et  R'  sont  nulles. 

En  effet,  les  trois  premières  conditions  que  nous  leur  avons  im- 
posées exigeant  que  leur  somme  géométrique  soit  nulle,  elles  ne 
pourraient  former  qu'un  couple  ;  or  le  plan  de  ce  couple  passant 
par  OZ,  son  axe  serait  situé  dans  le  plan  XOY,  et  les  sommes 


DTlQ^Kdt  +  DïlQ^K'dty 


la 


qui  doivent  être  égales  aux  projections  de  cet  axe  sur  OX  et  OY 
ne  peuvent  être  simultanément  nulles  que  si  cet  axe  est  égal  à 
zéro,  c'est-à-dire  si  R  =  R'  =  0. 

Ainsi,  en  résumé,  la  condition  demandée  sera  satisfaite  toutes 
les  fois  que  l'axe  fixe  OZ  étant  axe  principal  en  l'un  de  ses  points 
G,  la  percussion  sera  située  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe 
mené  par  le  point  0,  que  de  plus 
elle  sera  perpendiculaire  au  plan 
de  l'axe  OZ  et  du  centre  de  gra- 
vité G,  et  qu'enfin  sa  distance  01 
on  dk  0  sera  liée  à  la  distance ^ 
du  centre  de  gravité  à  l'axe  par 
la  relation 

._  I  _ft«-hg'_it«  .  , 

ou  k  désigne  le  rayon  de  giration  du  solide  autour  de  la  parallèle 
à  Taxe  menée  par  le  centre  de  gravité. 


0 


::i-:-k-.-.-// 
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int  d'application  I  ainsi  déterminé  est  dit  centre  de  per- 
lu  solide  relatif  à  l'aze  OZ. 


.  Applications.  —    1°  Pendule  composé.  —  On 

pendule  composé  un  solide  pesant  quelconque  pouvant 
sous  l'action  de  la  pesanteur  autour  d'un  axe  horizontal. 
Qs  pour  plan  du  tableau  un  plan  perpendiculaire  h  l'axe 
ion  OX  et  passant  par  le  centre  de  gravité  G  du  solide. 
Soient  OY,  OZ  deux  aies, 
l'un  horizontal,  l'autre  ver- 
tical, situés  dans  ce  plan  el 
complétant  avec  OX  le  sys- 
tème des  axes  coordonnés. 
Appliquant  au  solide  con- 
sidéré la  théorie  précédente, 
on  a,  pour  déterminer  sa  m- 
tation,  la  relation  : 


dl    " 


où  L,  représente  le  moment 
is  extérieures  connues  par  rapport  à  OX  et  I  le  moment 

du  solide  relatifs  ce  même  axe. 

désigne  par  a  la  distance  OG  et  par  0  l'angle  de  OG  avec 
aie  OZ,  la  vitesse  positive  u  faisant  tourner  OZ  vers  OY, 


lart,  si  M  est  la  masse  du  solide, 
L.  =  — HgasmB. 


d»0 


_!L£5. 
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équation    identique    à   celle  d'un   pendule   simple    qui    aurait 
TT-  pour  longueur. 

Le  solide  qui  constitue  le  pendule  composé  prendra  donc  un 
mouvement  oscillatoire  identique  avec  celui  du  pendule  simple  que 
nous  venons  de  définir  et  qu'on  appelle  pour  cette  raison 
pendule  synchrone. 

Soit  k  le  rayon  de  giration  du  solide  autour  d'un  axe  GL  paral- 
lèle à  OX  et  passant  par  G,  on  a  : 

I  =  M(fe*+a'); 

la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  pourra  donc  s'écrire  : 

l  =  a-\ > 

a 

et  la  durée  de  son  oscillation  sera  : 


='S/l-s/^- 


Portons  sur  le  prolongement  de  OG  une  longueur  GI  égale  à 

—  :  tous  les  points  du  solide  situés  sur  la  parallèle  IV  à  l'axe  de 

suspension  menée  par  I  oscilleront  exactement  comme  des  pen- 
dules simples.  Cette  droite  est  nommée  pour  ce  motif  Vaxe  d'os- 
cillation  du  pendule.  Les  points  situés  sur  01  en  degà  de  I  du 
côté  du  point  0  auront  un  mouvement  retardé  ;  pour  les  points 
situés  au  delà  de  I  le  mouvement  sera  accéléré  au  contraire. 

Vaxe   d'oscillation  et   Vaxe  de  suspension  jouissent  de  la 
propriété  remarquable  d'être  réciproques*  En  effet,  si  l'on  rem- 

&*  A* 
place  a  par  — j  —  se  change  réciproquement  en  a. 

m 

Si  l'on  déplace  l'axe  de  suspension  sur  le  cylindre  de  révolu- 

25 
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,xe  GL  ps&aant  par  OX,  l'axe  d'oscillatioD  se  déplace  sar  le 
9  de  môme  axe  passant  par  IV. 

=  k,  les  deux  cylindres  coïncident  et  les  deux  axes 
lés  sont  alors  sTmétriques  par  rapport  à  G. 

on  peut  se  proposer  de  placer  l'axe  de  suspension  de 
)  à  ce  que  l'oscillation  du  pendule  composé  ait  une  durée 
m.  n  faudra  pour  cela  rendre  minimum  la  somme 


1  qu'on  obtiendra,  puisque  le  produit  des  deux  termes  est 
t,  en  faisant 


a  =  — I  c'est-à-dire a=k. 


irée  minimum  sera  : 


"\/¥- 


3ut  observer  d'ailleurs  que  le  point  I  est  le  centre  de  per- 
du solide  relatif  à  l'axe  de  suspension  OX,  en  admettant 
s  que  l'axe  OX  soit  au  point  0  un  axe  principal  d'inertie. 


I*  Levier.  —  On  désigne  théoriquement  sous  le  Dom 
de  levier  un  so- 


quilibre    du  le- 
vier s'exprimera 
ant  que  la  somme  des  moments  relatifs  à  l'axe  des  diflé- 
forces  extérieures  connues  agissant  sur  lui,  est  nulle. 
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Ces  forces  étant  supposées  situées  dans  le  plan  mâme  du  levier, 
cette  condition  d'équilibre  s'écrira  par  une  équation  de  la  forme 

§FxÔp  =  0, 

le  signe  ^  s'appliquant  à  toutes  les  forces  extérieures  connues  qui 
agissent  sur  le  solide,  et  Jes  droites  Op,  Op',Op^  étant  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  0  sur  les  directions  de  ces  forces. 

Si  cette  condition  est  satisfaite  et  si  Ton  suppose  le  levier 
primitivement  au  repos,  il  restera  au  repos;  en  effet,  le  seul 
mouvement  qu'il  pourrait  prendre  serait  une  rotation  autour  de 
Taxe  0  et,  d'après  les  équations  générales,  l'accélération  de 
cette  rotation  devrait  être  nulle. 

La  réaction  appliquée  en  0  sera  d'ailleurs  égale  et  de  sens 
contraire  à  la  résultante  de  translation  des  forces  F. 

Si,  la  condition  d'équilibre  des  forces  F  étant. toujours  satis- 
faite, le  levier  avait  une  vitesse  de  rotation  initiale  o),  cette  vitesse 
devrait  rester  constante,  c'est-à-dire  que  le  levier  conserverait  une 
rotation  uniforme  autour  de  son  axe.  Si  l'on  suppose  d'ailleurs 
les  forces  F,  F,  F"...  appliquées  aux  points  p,p'p''...  il  est  facile 
de  voir  que  la  somme  de  leurs  travaux  élémentaires  est  égale  à 

c'est-à-dire  à  zéro,  puisque  SFOp  =  0. 

Considérons  en  particulier  le  cas  ordinaire  d'un  levier  sensi- 
blement rectiligne  au- 

l  ^       V 


quel  sont  appliquées 
deux  forces  parallèles  ( 
P  et  R  que  nous  pou- 
vons supposer  vertica- 
les, et  désignons  par  l 
et  t  les  distances  res- 
pectives des  points  d'ap- 
plication de  ces  forces 
à  Taxe;  l'équilibre  aura  lieu  si 


R 
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c'est-à-dire  si  les  iras  de  levier  l  et  l'  des  deux  forces  P  et  R 
sont  en  raison  ioverse  des  grandeurs  de  ces  forces. 

Si  la  force  P  dépasse  légèrement  la  valeur  qui  lui  est  assignée 
par  la  relation  précédente,  la  résistance  R  se  trouvera  vaincue 
et  le  levier  prendra  un  mouvement  de  rotation  dans  le  sens  de  la 
flèche. 

On  voit  que  pour  vaincre  la  résistance  R  il  faudra  appliquer  au 
levier  une  puissance  P  d'autant  plus  faible  que  le  bras  de  levier 
l  sera  plus  grand.  Ainsi,  on  pourra  toujours  déterminer  le  bras 
de  levier  /  do  manière  à  ce  qu'une  puissance  donnée  P  paisse 
vaincre  une  résistance  donnée  R;  mais  on  voit  aussi  que  dans  le 
mouvement  du  levier  les  chemins  parcourus  par  les  points  d'ap- 
plication de  P  et  A  sont  proportionnels  à.  /  et  à  T  :  on  peut  doue 
dire  que  : 

Dans  l'équilibre  de  deux  forces  appliquées  au  levier,  les  dépla- 
cements des  points  d' applicatiori  des  deux  forces  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  grandeurs  : 

Résultat  qu'on  exprime  quelquefois  en  disant  que  ce  qu'on 
gagne  en  force  on  le  perd  en  vitesse. 


I  192.  Mouvement  d'an  solide  de  révolution  an- 


tour   d*un  point  -fixe  situé  sur 
varinbles  d'Buler.  —  Pour  étudier  le 


X 


son  axe  de  flsnre  i 

mouvement  d'un  solide 
de  révolution  autour 
d'un  point  fixe  situé  sur 
son  axe,  nous  le  rap- 
porterons à  trois  axes 
fixes  rectangulaires  0 
(X,  Y,  Z)  menés  par  le 
point  fixe,  et  nous  défi- 
nirons à  chaque  inatani 
sa  situation  par  rapport 
à  ces  axes  au  moyeu 
des  trois  angles  sui- 
vants : 


0,  angle  que  fait  avec  OZ  l'axe  de  figure  OZ,  du  solide; 
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t|^,  angle  que  fait  avec  OX  la  trace  OA  sur  le  plan  XOY  d'un 
plan  X,  0Y„  perpendiculaire  à  OZ^,  où  OX^  et  OY^  sont  deux 
directions  rectangulaires  invariablement  liées  au  solide  ; 

9,  angle  que  fait  dans  ce  dernier  plan  la  droite  OX^  avec  OÂ.. 

Ces  trois  variables  introduites  par  Euler  dans  Tétude  du  mou- 
vement d'un  solide  ont  reçu  le  nom  de  variables  d' Euler.  La 
droite  OA  s'appelle  ligne  des  nœuds;  le  plan  X^OYj  s'appelle  le 
plan  équatorial  ou  Véquateur  du  solide.  Nous  aurons  encore  à 
considérer  dans  la  suite  la  perpendiculaire  OB  à  OA,  menée  dans 
le  plan  équatorial  f). 

Ces  dénominations,  ainsi  que  celles  de  précession  et  de  nuta^ 
tionj  que  nous  emploierons  dans  la   suite  pour  désigner  les 

vitesses  angulaires  jT  ®t  37  s®  rattachent  aux  applications  à  la 
Mécanique  céleste  du  problème  qui  nous  occupe. 

Il  est  visible  que  lorsque  les  trois  angles  0,  (|;  et  9  sont  connus, 
la  position  du  solide  relativement  aux  axes  fixes  est  déterminée. 
Le  problème  du  mouvement  du  solide  sera  donc  entièrement 
résolu  si  l'on  arrive  à  calculer  en  fonction  du  temps  les  trois 
angles  d'Euler. 

Pour  y  parvenir,  nous  chercherons  à  introduire  ces  nouvelles 
variables  dans  les  équations  d'Euler  que  nous  pouvons  appliquer 
au  mouvement  actuel,  bien  que  le  point  0  ne  soit  pas  le  centre 
de  gravité  du  solide. 

En  nous  reportant  en  effet  aux  raisonnements  du  §  ISl, 
nous  reconnaîtrons  sans  peine  que  les  propriétés  du  centre  de 
gravité,  où  nous  avions  transporté  l'origine,  ne  jouant  aucun 
rôle  dans  la  démonstration,  les  équations  qui  s'y  trouvent  éta- 


(•)  On  peut  observer  que  les  droites  0  (X,  Y,  Z),  0  (Xj,  Y„  Z,),  0  (A,  B,  Z,) 
forment  trois  trièdres  trirectangles  dont  le  premier  est  fixe  dans  Tespace,  le 
second  fixe  par  rapport  au  solide,  tandis  que  le  troisième  se  déplace  à  la  fois 
dans  Tespace  et  relativement  au  solide  :  les  trois  droites  OB,  OZ  et  0Z|  sont 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  OA. 

Dans  tous  les  calculs  qui  suivent,  les  angles  sont  comptés  positivement 
dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre. 
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blies  sont  applicables  en  général  aux  axes  principaux  d*un  point 
quelconque,  jo,  q^  r  représentant  les  projections  de  la  rotation  ù 
du  solide  prises  d'une  manière  continue  suivant  ces  axes. 
Considérons   en  particulier  les  trois   axes  OÂ,  OB,  OZ^  de 

la  figure  précé- 
fZj  .-^f  dente  :  le  solide 

^    ^  étant  de  révolu- 

tion autour  de 
OZj ,  ce  seront 
trois  axes  prin- 
cipaux du  point 
0,  et  en  dési- 
gnant par  À,  A 
et  G  les  moments 
dmertie  relatifs 
à  ces  axes,  et 
par  La,  Lb,  Lz, 
les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport 
&  ces  mêmes  axes,  on  aura  par  les  relations  d*Euler 


(j.dq  ^—         --"^ 


(«) 


A^  +  (C-A)<?r 
A^-(C-.A)pr 


La 
Lb 


dt 


C^^  =  L,,. 


Dans  ces  relations,  ^/>,  ^,  V  sont  les  différentielles  de  ù  pro- 
jeté d'une  manière  continue  sur  les  axes  OA,  OB  et  OZ^,  entraînés 
avec  le  solide.  Ces  axes  occuperont  ainsi  après  le  déplacement 
élémentaire  des  positions  telles  que  OA/,  OB/  OZ/.  La  nouvelle 
ligne  des  nœuds  OA'  et  sa  perpendiculaire  OB'  dans  le  plan  équa- 
torial  s'obtiendront  évidemment  en  faisant  tourner  B'^OA'^  de 
l'angle  +  ^?  ^^^s  son  plan. 

Si  maintenant,  au  lieu  de  projeter  Q  d'une  manière  continue 
sur  OA,  OB  et  OZ,,  entraînés  en  0A\,  OB',,OZ\  dans  le  mouve- 
ment du  solide,  on  projette  constamment  cette  même  rotation 
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sur  OA,  ligne  des  nœuds,  Ofi  perpendiculaire  à  OA  dans  le  plan 
équatorial  et  OZ, ,  en  désignant  par  dp^  dçj  dr  les  différentielles 
dep,  9,r  calculées  dans  cette  nouvelle  hypothèse,  ces  différen- 
tielles s'exprimeront  très  simplement  en  fonction  des  précé- 
dentes. En  effet,  on  aura  d'abord  identiquement 

et  la  résultante  de  ^^-f"^  porté  sur  OA',  et  de  q  +  ^  porté 
sur  0B\  devra  être  égale  à  celle  de  p+dp  et  de  g-}-  dq  dirigés 
respectivement  suivant  OA'  et  OB'*  En  projetant  ces  quatre  quan- 
tités sur  Ok\  d*abord  et  sur  OB'^  ensuite,  on  trouve  : 

p  +  dp  =  (p  -f  dp)  ces  d^  +  (9  +  dq)  sin  dff     d'où     "bp^dp  +  gdo, 
q  +  'èq=  {q+  dq)  C08df>  —  (p  -t-dp)  sind?     d*où     ()g=dg — pdo. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (  1]  donnent 

A^  +  (C«A)9r  +  A(ïl?  =  L^ 
(2) 

Ag-(C-A)pr-Ap|î  =  LB 


Mais  d'autre  part,  p,  9,  r  et  -^)  ^9  -^  sont  les    composantes 

respectives  de  û  suivant  OA,  OB,OZ|  et  OZ|OA,  OZ^.  On  a  donc 
en  projetant  successivement  sur  OA,.  OB,  OZ^ 


dO 
(3)  ç  =  sine^ 


=§+«"i?- 


Ces  relations  ayant  lieu  d'une  manière  permanente  à  la  condi- 
tion d'opérer  à  chaque  instant  la  décomposition  de  û,  suivant  les 
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le  la  même  TaçoD,  donnent  par  leur  différentiatioa  : 


dp      iPi 

3r=d?' 

^=é(-§)= 

— •i;f+ 

i=é(ii-»» 

•lî)' 

ODS  (2)  où  l'on  porte  ces  valeurs  deviennent  après 

1  : 

+  ,C-*).,a..os.(î|)'+C.i..yfj  =  L., 

ions  renferment  la  solution  de  la  question  proposée  : 
inent  le  mouvement  du  solide  à  la  condition  toutefois 
évaluer  à  chaque  instant  en  fonction  de  quantités 
les  variables  i|f,  0  et  f  les  sommes  des  moments  des 
ieures  relativement  à  la  ligne  des  noeuds  OA,  à  la 
à  l'axe  de  figure  OZ,. 

ns,  à  ce  sujet,  que  la  réaction  inconnue  qui  maintient 
mmobile  n'entre  pas  dans  les  seconds  membres  de 
s,  puisque  les  moments  de  cette  réaction  par  rapport 
écédemment  désignés  sont  nuls. 

'nm  d*ane  force  unique  applltinée  en  un  point 
3  figure  et  d'une  vitesse  Initiale  très  grand» 
cet  axe.  —  Supposons  qu'en  dehors  de  la  réaction 
soit  soumis  qu'à  une  force  unique  F  appliquée  en 
e  l'axe  OZ,,  et  dont  nous  désignerons  par  X,  Y,  Z  les 
I  suivant  OA,  OB,  0Z„  soit  l  la  distanceOs,  on  aura: 

La  =  -  lY, 

Lb  =  +  IX, 
Li,  =  0. 


,;-     r 
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La  dernière  des  équations  (5)  s*intègre    alors   sans  difficulté 
et   donne,  en  désignant  par  n 
une  constante, 


(^)  ^  +  cose^=n. 


dt 


dt 


d. 


Si  la  rotation  -^  du  solide  au- 

dt 

tour  de  son  axe  de  figure  reçoit 

au  début  une  valeur  très  grande 

et  qu'au  contraire  —  soit  ini- 

dt 


tialement  nul,  le  terme  cos  6 


dû 


conservera,  pendant  un  certain  temps  du  moins,  une  valeur  négli- 
geable à  côté  de  -jj?  et  Ton  aura  approximativement 


(7) 


dcp 

d7  =  "' 


La  vitesse  de  rotation  autour  de  OZ,  restera  donc  sensiblement 
constante,  c'est-à-dire  très  grande,  et  les  deux  premières  équa- 
tions (5)  pourront  se  simplifier  en  conséquence  par  la  suppression 

des  termes  qui  ne  renferment  pas  -^  et  par  la  substitution  de  la 

constante  n  à  cette  vitesse  ;  elles  se  réduiront  ainsi  à  : 


(8) 

(9) 


Cn  sin  0 


de 


^  =  L.  =  - 


dt 


iY, 


Cnjj:=-LB  =  -2X. 


Supposons  d'abord  X=0,  c'est-à-dire  la  force  F  située  dans  le 
plan  Z^  OB  ;  Téquation  (9)  donne  alors 


iJ=» 


ou 


0  =  constante. 
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Ainsi  l'axe  de  figure  doit  décrire  un  cône  de  révolution  autour 
de  OZ. 

D'autre  part,  l'équation  (8)  qui  donne  : 

d^_   —  JY 
dl      Cn  sine' 

fait  voir  que  la  rotation  de  OZ,  autour  de  OZ  est  d'autant  plus 

lente  que  la  rotation  n,  ou  ^i  du  solide  autour  de  OZ,  est  pins 

rapide. 

Supposons  en  second  lieu  Y  =  0,  c'est-A-dire  la  force  F  sitaée 
dans  le  plan  Z,OÂ,  l'équation  (8)  donne  dans  ce  cas  : 

-=|  =  0        ou       *  =  constante. 


L'axe  OZ,  se  meut  dans  le  plan  ZOZ, ,  perpendiculaire  à  OÂ,  et 
sa  vitesse  de  rotation  autour  du  point  0  dans  ce  plan  est  donnée 
par  l'équation  (9} 


Elle  est  d'autant  plus  petite  que  la  vitesse  de  rotation  n  autonr 
de  OZ  est  plus  rapide. 
On  remarquera  que  si  Y    est  négatif  dans  le  premier  cas, 

-T^  aura  le  même  signe  que  n,  c  est-à-dire  que  les  deux  rotaùont 

autour  de  OZ,  et  autour  de  OZ  s'effectueront  dans  le  mèsae 
sens. 

Dans  le  second  cas,  si  X  est  négatif, -tt  et  n  auront  le  même 

signe,  c'est-à-dire  que  si  la  rotation  autour  de  OZ,  tend  à  amener 
OB  sur  OA  par  exemple,  celle  autour  de  OA  tendra  à  amener 
OZ,  surOZ. 
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*  1 94k.  Application  au  cas  de  la  pesanteur.  —  Exa- 
minons actuellement  le  cas  où  le  solide  de  révolution,  animé  tou- 
jours d'une  très  grande 
vitesse  initiale  autour 
de  son  axe,  est  aban- 
donné à  lui-même  sous 
la  seule  action  de  la  pe- 
santeur (*). 

Cette  action  peut  être 
représentée,  on  le  sait, 
par  une  force  unique  P 
appliquée  au  centre  de 
gravité  G,  qui  est  évi- 
demment un  point  de 
Taxe. 

On  se  trouve  donc  dans  les  conditions  du  paragraphe  précé- 
dent, et  Ton  a,  en  désignant  par  l  la  distance  OG  et  supposant 
Taxe  OZ  vertical  : 


X  =  0  LA  =  P/8ine, 

Y  =  — Psine       Lb=0, 
Z  =  — Pcose       Lz,  =  0. 

En  appliquant  à  ce  mouvement  les  résultats  approchés  aux- 
quels nous  sommes  parvenus,  on  reconnaît  que  l'angle  0  restant 
sensiblement  constant,  l'axe  du  solide  doit  décrire  un  cône  de 
révolution  autour  de  OZ. 

Pour  étudier  le  phénomène  avec  une  approximation  un  peu 
plus  grande,  nous  chercherons  à  déterminer  l'écart  variable, 
mais  toujours  très  faible,  entre  0  et  sa  valeur  initiale  0^.  Nous 
poserons 

0  =  Ôo  +  e, 


(*)  On  suppoQe,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  les  valeurs  initiales 


de-^»  -.  égales  à  zéro. 
ai   ai 
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itroduirons  cette  nouvelle  variable  dans  les  équations 

iinent.  Mais  au  lieu  de  nous  servir  des  équations  (5)  qui 

leuxJème  ordre,  nous  obtiendrons  directement,  par  l'ap- 

des  théorèmes  généraux,  deux  intégrales  premières  de 

Jons. 

it  qu'en  désignant  par  V  le  potentiel,  lorsque  celte 

îziste,  l'équation  des  forces  vives  peut  s'écrire 

§mu»  +  2  V  =  constonte. 

le  cas  actuel,  si  l'on  évalue  ]§mv'  au  moyen  des  com- 
de  la  rotation  relativement  à  des  fixes  fixes  coïncidant 
t  considéré  avec  les  axes  0(Â,B,Zi),  on  a  (S  163}  : 

SmD'  =  A(p»  +  q»)  +  Cr». 

art,  le  potentiel  est,  en  désignant  par  i;  la  hauteur  do 
gravité,  au-dessus  du  plan  horizontal  XOY  : 

Pi;  =  Plcosfl. 

inc  la  relation 

A  {p*  +  q')  +  Cr*  +  2  PJ  coafl  =  coDstaDte, 

A  (p*  +  q*)  +  8PI  cos  fl  =  constaDte, 

'après  la  dernière  des  équations  (2)  du  paragraphe  19S, 
itant  dans  le  cas  actuel. 

lant  à  p  et  y  leurs  valeurs  en  6  et  (j-  dans  l'équation 
e,  on  trouve 

i  H  |5 y  +  sJQ»  e  (^)*]  +  2  PJ  cos  e  =  constante, 

PI 

isant  ■j-  =  \,et  remarquant  que  les  viileurs  initiales  de 
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db   dfb 

3T»  rn-  sont  nulles  : 
at    at 

% 

(10)  r^yV  +  sin»  e  ^^y  =  2  X  (cose,  —  cos  6). 

Telle  est  Tune  des  deux  intégrales  que  nous  nous  proposions 
d'établir. 

Pour  en  obtenir  une  seconde,  nous  aurons  recours  au  théorème 
des  moments  des  quantités  de  mouvement. 

La  force  P  étant  constamment  parallèle  à  Taxe  OZ,  son 
moment  relatif  à  cet  axe  est  nul;  donc,  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  du  solide  relatifs  à  OZ  est 
une  constante. 

Or  cette  somme  est  la  projection  sur  OZ  du  moment  résultant 
des  quantités  de  mouvement  relatif  au  point  0,  et  ce  moment  a 
pour  composantes  suivant  trois  axes  fixes  coïncidant  avec 
0(A,B,Z,)(S463): 

Kp  kq  Cr. 

En  projetant  ces  dernières  composantes  sur  OZ,  nous  trou- 
verons donc  la  somme  cherchée,  qui  est  égale  à  : 

kq  sinO  +  Cr  cosO. 

d(p  d^ 

Remplaçons  r  par  sa  valeur  égale  ^  -77  +  cos  ^  -77 ,  c  est-à- 
dire  à  n,  et  ?  par  sin  8-—,  et  l'équation  des  moments  s'écrira  : 

d^ 
A  sia^  0  -TT  +  Cn  cos  0  =  constante, 
ai 


ou 


en  posant  —  =  ja,  et  remarquant  que  \jr:)  =  0> 


(1 1)  sin*  ô  ^  =  fJ^  (cos  9o  —  cos  6). 
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'>e3  deux  équations  (10)  et  (If)  forment  le  système  d'intégrales 
uières  que  nous  substitueroQS,  pour  l'étude  qui  nous  occupe, 
deux  premières  équations  (5). 

l'éliminatloQ  de  i^  entre  les  équations  (10)  et  (11)  est  facile; 
trouve  : 


'^ 


**"'*  (iï)  ~*^  **"*'  (cosfl,-cos9)  — ;*»  (cose,— coe«)'C!. 

lemplaçons  daus  cette  équation  6  par  i^+t,  en  rédnisaDt 
rozimatirement  sin*0  à  sin*0,  et  (cos6,  —  cosO)  à  e  sinA,;  il 
it  : 

(l-)*  =  n.i....-.-.M 

variables  se  séparent  sans  difficulté  et  l'équation 

sn  obtient  en  posant  2  X  sin  6,  =  n'«,  donne  par  son  inté- 
tion 

'  =  |(f  — COSf')- 

ia  valeur  de  t  est  donc  périodique  :  son  maximum  est 
2  X  sine,      gAPfsiaS, 


)  La  composition  même  de  celte  équation  indique  bien,  coafonnimcnli 
ue  noue  avons  déjà  admis,  que  6  ne  doit  pas  s'écarter  sensiblemeoides* 
lur  initiale.  En  effel,  la  constante  fi,  d'après  sa  détermination,  dail  tirt 
grande  en  mâme  temps  que  n  :  si  elle  était  infinie,  on  devrait  tvoir 
ureusemeot  :  cos  S  =  cos  S,,  d'où  0  =  constante. 
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La  nutation  -yrou-j-  est  égale  à 

^  8in  (1^,  c'est-à-dire  — ^ — 2.  s\n  ^t. 

Sa  valeur  moyenne  est  zéro. 

La  précession  -^  peut  être  obtenue  par  la  relation  (11)  qui 
donne 

(15)  £i=:_fi!_-I!?.fl_cosan 

^    '  d/      sine,      Cn^'     cos  (ii;. 

Cette  expression  est  périodique  comme  les  précédentes  et  sa 

PI 
valeur  moyenne  j^  est  bien  égale  à  celle  que  nous  donnerait 

l'application  de  la  formule  approchée 

dj»_    —  ZY 

dt  ~~  Cn  sin  9 

du  paragraphe  précédent. 

La  valeur  commune  des  périodes  de  la  nutation  et  de  la  pré- 
cession est 

On  voit  que  cette  période  est  d'autant  plus  petite  que  la  rota- 
don  autour  de  Taxe  de  figure  est  plus  rapide. 

*  1 95.  Vérlflcation  expérimentale.  —  Gyr€HMsope8. 

—  La  vérification  expérimentale  des  résultats  que  nous  venons 
d'établir  peut  se  faire  au  moyen  d'appareils  auxquels  on  donne 
le  nom  général  de  gyroscopes.  Ces  appareils  consistent  essen- 
tiellement en  un  solide  de  révolution  massif  (ayant  ordinaire- 
ment la  forme  d'un  tore)  dont  l'axe  est  porté  par  une  chape, 
mobile  elle-même  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  le  prolonge- 
ment de  Taxe  du  tore. 

Dans  la  toupie  gyroscopique  par  exemple,  Taxe  du  tore  tourne 
librement  dans  deux  tourillons  e  ete'  qui  appartiennent  à  un  anneau 
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circulaire  EE\    Cet  anneau  porte  une  partie  saillante  a  dans 
le  prolongement  de  ee\  et  cette  partie  saillante  peut  tourner 

librement  dans  une  crapaudine  fixe  0, 
de  manière  à  permettre   à  Taxe  du 
tore  de  s'incliner  plus  ou  moins  sur 
la  verticale  et  de  tourner  autour  d'elle. 
Dans  ces  conditions,  si  Ton  imprime 
au  tore  massif  T  un  mouvement  de 
rotation  très  rapide,  Tappareil  réalise 
sensiblement  les  conditions  du  para- 
graphe précédent  (*),  et  les  effets  de 
la  nutation  étant  peu  sensibles  à  la  vue, 
Taxe  du  tore  semble  décrire  un  cône 
de  révolution  autour  de  la  verticale. 
On  vérifie,  de  plus,  que  si  la  rotation  du  tore  s'effectue  dans 
un  certain  sens  autour  de  Taxe  e'e^  la  rotation  de  Taxe  ee 
s'effectue  dans  le  même  sens  autour  de  la  verticale. 
Dans  la  balance  gyroscopique^  l'anneau  circulaire  EE,  qui 

soutient  le  tore 
^  massif,      comme 

dans  Tappareil 
précédent,  porte 
dans  le  prolonge- 
ment de  la  ligne 
des  tourillons  ee' 
une  tige  a  a'  mo- 
bile autour  du 
point  0  et  reliée 
en  ce  point  à  un 
support  fixe  par 
une  suspension  à 
la  Cardan  qui  lui  permet  de  s'orienter  dans  toutes  les  directions  pos- 


(*)  Dans  ces  vérifications  expérimentales  on  ne  tient  pas  compte  de  ce  que 
certaines  parties  de  Tappareil,  Panneau  E  par  exemple,  quoique  mobÛes 
avec  le  tore,  ne  sont  pas  animées  de  son  mouvement  de  rotation. 


1%""   T 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE  401 

sibles.  Un  contrepoids  P,  qu'on  peut  déplacer  le  long  de  la  tige 
aa\  permet  de  faire  varier  la  position  du  centre  de  gravité  du 
système  mobile  sur  son  axe.  On  arrive  ainsi  à  changer  à  volonté 
le  signe  du  moment  VI  sin  6,  et  on  vérifie  que  le  sens  de  la  pré- 
cession  se  renverse  à  chacun  de  ces  changements  de  signe. 

•  lOG.  Influence  de  la  rotation  de  la  Terre.  —  En 

réalité,  le  mouvement  de  rotation  d'un  solide  autour  d'un  point 
fixe,  tel  qu'on  peut  l'observer  à  la  surface  du  globe  terrestre, 
n'est  qu'un  mouvement  relatif.  En  supposant  que  le  mouvement 
d'entraînement  se  réduise  à  une  rotation  uniforme  de  la  Terre 
autour  de  la  ligne  des  pôles  PP'  et  en  désignant  par  to^  la  vitesse  de 
cette  rotation,  on  peut  chercher  à  se  rendre  compte  de  l'eflFet 
perturbateur  que  ce  mouvement  d'entraînement  doit  avoir  sur 
les  phénomènes  observés. 

Nous  aurons  à  évaluer  pour  cela  les  forces  apparentes  qu'il  faut 
adjoindre  aux  forces  réelles  dans  le  mouvement  relatif  considéré. 

Remarquons  d'abord  que  la  force  d'inertie  d'entraînement,  s'il 
s'agit  d'un  solide  pesant,  a  simplement  pour  effet  de  substituer 
à  la  pesanteur  réelle  agissant  sur  chaque  point  la  pesanteur 
apparente  telle  que  nous  l'avons  définie  (§  i03).  Si  l'on  admet 
que  dans  les  calculs  précédents  P,  au  lieu  d'être  le  poids  réel  du 
corps,  représente  son  poids  apparent,  et  que  l'axe  de  coordonnées 
OZ  soit  dirigé  suivant  la  verticale  apparente,  on  aura  tenu  compte 
par  là  même  de  la  force  d'inertie  d'entraînement. 

Il  ne  reste  plus  alors  que  les  forces  centrifuges  composées.  Pour 
les  évaluer,  imaginons  que  le  solide,  p 
mobile  autour  du  point  0  et  que  nous 
supposerons  d'abord  quelconque,  soit 
rapporté  à  des  axes  fixes  dans  le  mou- 
vement relatif  et  coïncidant  à  V instant 
considéré  avec  les  axes  principaux  du 
point  0.  Le  système  de  ces  trois 
axes  rectangulaires  OX^,  OY^,  OZ^  est 
entraîné  dans  une  rotation  autour  de 

PF  avec  une  vitesse  angulaire  uniforme  ci>^. 

26 


P 
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Soient  p,  g,  r  les  composantes  suivant  les  axes  de  la  rotatjua 
relative  <■>  autour  du  point  0;  p,,7,,r,  les  composautea  suivant 
ces  mêmes  directions  de  la  rotation  u,  autour  de  PP*. 

La  vitesse  relative  d'un  point  m  dont  les  coordonnées  sont 
a;,, y,,  s,  par  rapport  aux  axes  choisis,  a  pour  projections  sur  ca 
axes  : 

dx. 

La  force  centrifuge  composée  agissant  sur  le  point  m  est  égale 
au  double  produit,  changé  de  signe,  de  la  masse  du  point  par  la 
dérivée  de  cette  vitesse  relative  entraînée  dans  le  mouvement 
d'entraînement.  Les  composantes  de  la  force  centrifuge  composée 
sont  donc  ; 

X.=«'"('-.^— ïi^)  =  Sm[r.(nt,-pï,)-9,(Pî/,-9X,)] 

(i7)Y,=2m(p.§-r.^)  =  am[p,(py,-qi,)-r,(qz.-rB,l] 

Z,=2m^q,-^— p, -J^j  =  2m  [q,  («z,  — "-y,}— p,(ri,-p/,)j 

L'ensemble  de  ces  forces  peut  être  remplacé  par  leur  résul- 
tante de  translation  appliquée  au  point  fixe  0  et  s'ajoutant  ^  la 

réaction  qui  agît  sur  ce  point,  à  la  condition  d'adjoindre  à  cette 
résultante  un  couple  ayant  pour  moments,  relativement  aux  axes. 
la  somme  des  moments  des  forces  X,,Y,,Z,,  c'est-à-dire 

S(!,.Z,-ï,y.), 
S(î,X.  — i,Z,t, 
S(x,Y,-y.X,). 

Mais,  dans  cette  sommation,  les  termes  qui  renferment  If 
produit  des  coordonnées  disparaissent  parce  que  relativement 
ausaxe3  0(X,,Y.,Z,) 

S">  Vi  ^1  =  S'"  ^1  ^1  =  S*"  ^i  î''  =  "• 
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Par  cette  simplification,  les  sommes  des  moments  des  forces 
centrifuges  composées  relatives  aux  trois  axes  deviennent  : 


(«8)9fnY, 


2girVmy; 


=  [(A+B-C)r,ç-(C+A-B)çir] 
[(B+C-A)pir— (A+B-C)r,pl 
:[(C+A-B)(ï,p-(B+C-A)p,q] 


A,  B  et  C  désignant  les  moments  d'inertie  relatifs  au  point  0. 

Ces  expressions  sont  évidemment  indépendantes  du  choix  des 
axes  qui  ont  servi  à  les  établir,  à  la  condition  de  considérer  à 
chaque  instant  p,  q  etr\  p^,  g,  et  r^,  comme  les  projections  des 
rotations  co  et  (o^  sur  les  axes  principaux  du  solide. 

Si  le  solide  est  de  révolution  et  si  les  axes  coïncident  d'après 
les  hypothèses  précédemment  énoncées  avec  son  axe  de  figure  et 
avec  les  droites  OA  et  OB,  définies  comme  on  l'a  fait  dans  les 
calculs  précédents,  les  deux  constantes  A  et  B  deviennent 
égales  et  les  expressions  précédentes  se  réduisent  à  : 


[(2A-C)r,q-C9tr] 

:[cp4r-(2A-C)r;p] 
=  C(giP  — P|Ç). 


Telles  sont  les  valeurs  des  moments  qu'il  convient  d'ajouter  à  ceux 
des  forces  connues  dans  les  équations  du  mouvement  du  solide. 

Si  l'on  se  reporte  actuellement  aux  raisonnements  et  à  la  figure 
du  §  193,  et  si  Ton  suppose  que,  le  point  0  étant  centre  de 
gravité  du  solide,  Taxe  fixe  OZ  ait  été  choisi  parallèle  à  la  ligne 
des  pôles  PP'  (*),  la  rotation  co^  étant  dirigée  suivant  OZ,  mais  vers 
les  z  négatifs,  on  aura  : 

p,  =  0        (7j  =  —  u>|  sin  0        Tj  =  —  (Oj  ces  0. 


\7 


i, 

*,!.' 
j"»' 


1 


^?5 


(*)  Cette  hypothèse  est  en  contradiction  avec  celle  énoncée  plus  haut 
d'après  laquelle  Taxe  OZ  serait  mené  parallèlement  à  la  verticale  apparente  ; 
mais  dans  le  cas  où  le  point  0  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  solide, 


i 
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Les  valeurs  de  p,  j,  r  sont  d'ailleurs  fournies,  comme  au  para- 
graphe i92,  par  les' équations  (3)  : 


9  =  sin 


fliii. 


d(  ^  dt 

et  les  expressions  précédentes,  où  l'on  introduit  ces  valeors, 
deviennent  : 

9ïl4=C<u,8infliï  +  S(C— A)<-.sineco88|i, 

(19)  9îlB  =  (2A-c)«,cose|S, 

Si  l'on  suppose  actuellement  la  valeur  de  ^  très  grande  rela- 
tivement &  (>)„  les  termes  qui  ne  renferment  pas  -j-  pourront  être 
négligés,  et  il  restera  comme  valeurs  approximatives  : 

9n;.i  =  C«,sin«ij  =  Cnu,BiDe, 
9TIb=0, 

par  suite ,  en  se  reportant  &  ce  qui  a  été  dit  au  para- 
graphe 194,  on  reconnaît  que  l'effet  de  la  rotation  de  la 
Terre  est  assimilable  à  celui  de  la  pesiinteur,  en  posant 

Cn  u,  =  Pi. 

Le  point  0  coïncidant  avec  le  centre  de  gravité  du  solide,  celui- 


là  résultante  de  la  pesanteur  apparente,  appliquée  à  ce  dernier  point,  n'iaUr- 
Went  pas  dans  le  mouvement  et  la  direction  de  l'axe  OZ  peut  être  qnelconqo» 
par  rappport  à  cette  force. 


■=-»î 
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ci  n'obéira  dans  son  mouvement  qu'à  cette  force  fictive  unique. 

Son  axe  de  figure  semblera  donc  décrire  un  cône  de  révolution 
(vatour  de  la  parallèle  à  la  ligne  des  pôles. 

L'angle  0  qu'il  fait  avec  cette  direction  oscillera  en  réalité 
entre  les  limites  peu  écartées 


Oo    et   9.  +  _J-_. 


di( 


La  procession -jj- sera  donnée  par  l'équation 


dt 


=  «1)4(1  —  008  ^i). 


I  '     -• 

^  V 


'1>*% 


.'il 
'*■» 

•  'lu 


La  valeur  moyenne  de  cette  expression  étant  égale  à  (o^,  la 

vitesse  moyenne  de  la  précession  sera  égale  à  celle  de  la  rotation 

d^ 
de  la  Terre.  Enfin,  -77  étant  positif,  la  précession  sera  dirigée  de 

at 

l'est  à  Vouest,  c'est-à-dire  en  sens  inverse  de  la  rotation  terrestre. 


1>  A-1 


•  lOT.  vérification  expérimentale*  —  GyrcMMsope 
de  Foncault.  —  Le  gyroscope  de  Foucault  fournit  la  vérifica- 
tion expérimentale  des  résultats  remarquables  que  nous  venons 
d'établir. 

Cet  appareil  se  compose,  comme  le  gyroscope  ordinaire,  d'un 
tore  massif  porté  par  un  anneau  circulaire  EFE'F  et  mobile 
autour  du  diamètre  EE'  de  cet  anneau;  mais  cet  anneau  est 
mobile  lui-même  autour  du  diamètre  horizontal  FF  d'un  second 
anneau  circulaire  AFA'F;  les  diamètres  EE'  et  FF  du  premier 
anneau  sont  rectangulaires.  Enfin,  l'anneau  AFA'F' est  maintenu 
par  un  support  fixe  S  et  peut  tourner  autour  de  son  diamètre 
vertical  A  A'.  Dans  ces  conditions,  on  voit  que  le  diamètre 
horizontal  FF'  peut  prendre,  dans  le  plan  horizontal,  toutes  les 
positions  possibles,  et  que  l'axe  EE'  du  tore,  qui  lui  est  perpen- 
diculaire et  qui  tourne  librement  autour  de  lui,  peut  s'orienter 
d'une  façon  absolument  quelconque  dans  l'espace.  Ainsi,  en  fai- 
sant abstraction  des  frottements  des  tourillons,  l'appareil  réalise 


?  »i 


i  ' 


TIONNELLE 

1,    mobile  en  tous  sens 

Si  l'on  abandonne  le 
gyroscope  &  lui-même, 
après    avoir  iraprirné 
au  tore  un  mouvement 
de  rotation  rapide,  on 
voit  son    axe    décrire 
sensiblement  un  cûne 
de    révolution  autour 
de  la  direction  de  l'axe 
terrestre,    et  le  mou- 
vement de  précessioD 
est  sensiblement  égal 
à  la  vitesse  de  rotation 
de  la  Terre. 
Si  l'on  oblige  l'aie 
'izontal  ou  dans  le  plan 
1er  dans  le  premier  cas 
I  le  second  autour  de  la 
s  particuliers  peuvent  se 
graphe  précédent. 


JLÉS  ENTRE  EUX 
tIQTIES 

ions.  —  Pour  se  rappro- 
étudier  dans  la  pratique, 
ea  liés  entre  eux  par  des 
amun  certains  points  qui 

droite,  ne  peuvent  être 
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en  nombre  supérieur  à  deux,  sans  quoi  la  coïncidence  aurait 
Heu    d'une   façon    permanente 
pour  tous   les  points  des  deux 
solides  (S  lO). 

Si  deux  solides  S  et  S'  n'ont 
qu'un  point  a   en   coïncidence 
obligée,  le  mouvement  du  solide 
S'  par  rapport  au  solide  S  sera 
une     rotation    quelconque 
autour  du  point  a  et  il  en 
sera  de  mémo  réciproque- 
ment du  mouvement  du  so- 
lide S  par  rapport  au  solide 
S'O- 

Si  les  deux  solides  ont 
deux  points  a  et  6  en  coïn- 
cidence obligée,  tous  les 
points  situés  en  ligne  droite 
avec  a  et  6  resteront  forcé- 
ment en  coïncidence,  et  le 
solide  S' ne  pourra  prendre, 
par  rapport  au  solide  S,  qu'un  mouvement  de  rotation  autour  de 
la  droite  ah  ou  X,  qui  reçoit  alors  le  nom  de  charnière. 


(*)  Dans  cette  conception  théorique,  on  doit  nécessairemsDt admettre  que  les 
solides  peuvent  se  pénétrer,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  points  de  l'un  peu- 
vent venir  en  colucidence  avec  les  points  de  l'autre; 
daos  la  réalité,  les  choses  ne  se  passent  évidemment 
pas  ainsi,  de  sorte  qu'il  y  a  généralement  certaines 
restrictions  à  apporter  aux  mouvements  relatifs  des 
deux  solides  naturels  l'un  par  rapport  à  l'autre  : 
généralement  aussi  le  point  a  appartient  à  l'un  des 
deux  solides  et  est  un  point  fictif  de  l'autre.  Si  l'on 
im^ne  une  sphère  creuse  reuferroant  une  sphère 
pleine  dans  son  intérieur,  le  centre  c  des  deux 
sphères  est  un  point  qui  leur  est  constamment  corn, 
mon,  mais  il  appartient  matériellement  à  la  sphère 

pleine  et  est  un  point   fictif  de  l'autre.  G'est  de  celle  manière  que  les  arti- 
mlatioos  des  solides  peuvent  se  réaliser  dans  la  pratique. 
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Chaque  solide  faisant  partie  d'un  système  articulé  se  trouve 
soumis,  en  dehors  des  forces  connues  qui  agissent  sur  lui,  à  des 
forces  de  liaison  ou  réactions  qu'on  suppose  généralement  appli- 
quées aux  points  d'articulation  (*),  et  ces  forces,  qui  émanent  de 
l'un  des  solides,  doivent  donner  lieu  dans  l'autre  solide  à  des 
réactions  égales,  et  opposées. 

S'il  n'y  a  qu'un  point  d'articulation,  il  ne  peut  exister  qu'une 
réaction  unique  R.  Mais  s'il  y  a  deux  points  d'articulation,  comme 
tous  les  points  de  la  charnière  peuvent  être  indifféremment  con- 
sidérés comme  points  d'articulation,  il  est  clair  qu'il  pourra  se 
développer  une  réaction  spéciale  en  chacun  de  ces  points. 

lOO.  Polygone  des  forces  dans  une  série  de 
solides  articulés  en  équilibre.  —  Imaginons  une  série  de 
solides  S,  S',  S". . .  articulés  deux  à  deux  aux  points  a,  fr,  c,  rf... 


de  manière  à  constituer  une  sorte  de  chaîne,  et  supposons  qu*un 
pareil  système  soit  au  repos  sous  l'action  de  forces  extérieures 
connues  et  des  réactions  qui  se  développent  entre  les  solides  en 
chaque  point  d'articulation.  Cherchons  à  nous  rendre  compte  des 

(*)  Comme  nous  l^avoDs  fait  observer  plus  haut,  un  point  dWlicuIation  ne 
peut  que  théoriquement  appartenir  à  la  fois  aux  deux  solides  :  en  réalité,  ce 
point  doit  être  un  point  fictif,  au  moins  pour  l'un  des  deux  solides,  et  par 
suite  la  réaction  ne  peut  y  être  réellement  appliquée.  Par  exemple  dans  le 
cas  de  deux  sphères  emboîtées  Tune  dans  Tautre,  les  réactions  se  produiront 
en  des  points  des  surfaces  sphériques  en  contact  et  ce  n'est  que  par  une  com- 
position de  ces  réactions  entre  elles  qu'on  pourra  leur  substituer  une  force 
fictive  appliquée  au  centre  qui  est  le  point  d'articulation  des  deux  sphères. 
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conditions  imposées  par  l'équilibre  individuel  de  chaque  solide. 

Pour  cela,  désignons  par  F,  F,  F'. . .  les  résultantes  de  trans- 
lation des  forces  extérieures  appliquées  aux  différents  solides  et 
par  +  R„  et  — Raj  +  R»  et  —  R;,  etc.,  les  réactions  développées 
aux  points  d'articulation. 

On  aura  évidemment,  par  les  équations  des  résultantes,  les 
relations  géométriques  : 

F   4-Ra  =  0 
F  —  a.  +  Rft  =  0 
(1)  F*  —  Rfr  +  R^  =  0 

F*^  — a,4-Rd  =  0 
F'"— Rd  =  0. 

En  général,  si  Ton  convient  d'appeler  réactions  consécutives 
les  réactions  que  nous  avons  désignées  par  +  R»,  +  R*...  et 
qui  sont  appliquées  chacune  au  solide  précédant  le  point  d'arti- 
culation auquel  elles  se  rapportent,  les  équations  que  nous 
venons  d'écrire  expriment  que  la  force  F  appliquée  à  un  solide  est 
égale  à  la  différence  géométrique  changée  de  signe  des  deux  réac- 
tions consécutives  qui  correspondent  aux  articulations  de  ce  solide. 

Ces  équations  se  traduisent  graphiquement  par  les  figures 
suivantes  : 


(i) 


(2) 


(3) 


Mais  les  triangles  (2),  (3),  (4),  dans  lesquels  le  premier  côté  est 
toujours  égal  au  troisième  côté  du  triangle 
précédent,  peuvent  être  juxtaposés  comme 
l'indique  la  figure  (6),  et  constituer  ainsi  un 
polygone,  gauche  en  général,  dont  le  contour 
fermé  (oÎY?aa>  s'obtient  par  l'addition  géo- 
métrique des  résultantes  portées  à  la  suite 
les  unes  des  autres  dans  l'ordre  suivant  : 
p////  ^  p«  ^  p/  +  F'  +  F. 
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Ce  premier  résultat  était  facile  à  prévoir  :  car  si  Ton  avait  appli- 
qué au  système  dans  sou  ensemble  la  condition  d'équilibre  du 
centre  de  gravité,  on  aurait  reconnu  immédiatement  que  la 
somme  géométrique  des  forces  F, F...  devait  être  nulle;  mais 
nous  apprenons  de  plus  par  les  considérations  précédentes  que  les 
réactions  développées  aux  points  d'articulation  sont  précisément 
représentées  par  les  côtés  extrêmes  a>a,  coS  et  par  les  diagonales 
ci)P,  (i)Y  du  polygone  des  forces. 

En  dehors  de  ces  premières  conditions  imposées  aux  réactions  R, 
il  y  en  aurait  d*autres  à  établir,  fournies  par  les  équations  des 
moments  appliquées  à  chacun  des  solides.  Mais  ces  dernières 
conditions,  qui  dépendent  de  la  forme  et  de  la  situation  respective 
des  solides  et  qui  permettraient  de  reconnaître  si  les  positions 
qu'on  leur  a  attribuées  sont  compatibles  avec  l'équilibre,  ne  sont 
pas  susceptibles  en  général  d'une  expression  simple,  et  nous  nous 
bornerons  à  examiner  ce  qu'elles  deviennent  dans  un  cas  spé- 
cial dont  nous  allons  nous  occuper  particulièrement. 

200.  Systèmes  articulés  InanltésimaanL  ;  fll  théo- 
rique; courbe  funtculatre.  —  Si  le  système  articulé,  tel 
que  nous  venons  de  le  définir,  est  infinitésimal,  c'est-à-dire  com- 
posé d'une  série  de  solides  infiniment  petits,  il  prend  le  nom  de 
fil  et  la  courbe  formée  par  la  succession  de  ses  éléments  s'appelle 
courbe  funiculaire. 

Dans  ce  cas,  des  simplifications  se  produisent. 

En  effet  la  résultante  de  translation  des  forces  appliquées  à  lun 
des  solides  élémentaires,  force  que  nous  avons  désignée  précé- 
demment par  F,  est  généralement  infiniment  petite,  et  par  consé- 
quent il  doit  en  être  de  môme  de  la  différence  entre  deux  réactions 
consécutives. 

La  réaction  peut  être  considérée  dès  lors  comme  une  force 
variant  d'une  manière  continue  le  long  du  fil,  et  elle  prend  le  nom 
de  tension. 

Cette  tension  d'ailleurs,  comme  la  réaction  dont  elle  est  la 
limite,  doit  recevoir  des  valeurs  égales  et  opposées  selon  qu'on 
la  considère  comme  appliquée  à  l'élément  du  fil  qui  précède  son 
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point  d'application  on  à  celui  qui  le  suit.  Si  l'on  adopte  le  premier 
point  de  vue,  on  pourra  dire  que  la  différentielle  géométrique  de 
la  tension  correspondant  à  un  élément  du  fil  est  égale  à  la  résul- 
tante de  translation  changée  de  signe  des  forces  appliquées  à  cet 
élément. 

Mais,  à  cause  de  la  continuité,  cette  résultante  doit  être  pro- 
portionnelle à  la  longueur  de  l'élément,  c'est-à-dire  à  la  différen- 
tielle ds  de  l'arc  ^  du  fil  :  elle  aura  donc  une  expression  de  la 
forme  ¥ds,  F  représentant  une  grandeur  géométrique  finie,  fonc- 
tion en  général  de  la  position  de  l'élément  sur  le  fil,  c'est-à-dire 
de  s  et  de  la  situation  de  cet  élément  dans  l'espace,  c'est-à-dire 
des  coordonnées  rr,  i/,  s  de  l'un  de  ses  points. 

De  plus,  la  tension  est  tangente  à  la  courbe  funiculaire  en  son 
point  d'application. 

En  effet  considérons  l'élément  de  fil  ab  articulé  en  a  et  en  2» 
et  soient  —  Ç  et  Ç  -f-  dÇ  les 

tensions    appliquées     en    ces  ^  ^^..^^'''3^ 

points.  Prenons  les  moments     ,_         f  L-^^n^* 

— ^         (     0  jrf     y 

par  rapport  au  point  h  de  tou-       ^©  ^^Z^''^^^^^^ 
tes  les  forces  appliquées  à  cet 

élément  ;  la  condition  d'équilibre  donnera  en  désignant  par  f  l'une 
des  forces  extérieures  : 

^(-0  +  8^/^=^5 

or  comme  les  forces  f  (qu'on  doit  supposer  infiniment  petites 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  observer)  sont  appliquées  à  des  points 
de  Télément  afr,  c'est-à-dire  à  des  points  infiniment  voisins  de  6, 
leurs  moments  sont  des  infiniment  petits  du  deuxième  ordre.  Par 
suite  le  moment  de  %  par  rapport  à  h  doit  être  aussi  du  deuxième 
ordre,  ce  qui  exige  (Ç  étant  une  force  finie)  que  la  distance  hk 
de  6  à  la  direction  de  ^  soit  du  deuxième  ordre,  ou  en  d'autres 
termes  que  la  direction  de  Ç  se  confonde  avec  la  direction  a&  qui 
est  celle  de  la  tangente  au  fil. 

Si  cette  condition  se  trouve  satisfaite,  Téquation  des  moments 
sera  vérifiée  quelles  que  soient  les  forces  appliquées  à  l'élément 


•w^ 
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de  fil  (pourvu  bien  entendu  qu'elles  restent  infiniment  petites). 
Ces  forces  infinitésimales  ne  figureront  plus  que  dans  l'équation 
de  la  résultante  de  translation,  et  Ton  pourra  sans  inconvénient 
leur  substituer  leur  somme  géométrique  ¥ds  que  Ton  supposera 
appliquée  en  un  point  quelconque  de  l'élément. 

20 1 .  Courbe  des  forces.  —  Si  l'on  porte  à  la  suite  l'une 
de  l'autre,  en  changeant  leur  signe,  les  forces  infiniment 
petites  Fds  appliquées  aux  éléments  successifs  du  fil,  on  obtient 
un  polygone  infinitésimal,  c'est-à-dire  une  courbe.  C'est  la 
courbe  des  forces  que  l'on  nomme  aussi  quelquefois  (Gollignon) 
indicatrice  des  tensions  et  des  forces. 

Soit  apLg  cette  courbe,  qui  peut  d'ailleurs  être  gauche  ou  plane. 


Le  fil  étant  supposé  fixé  à  ses  extrémités  aetb^  deux  réactions 
Rfl  et  Rft  doivent  être  appliquées  en  ces  points,  la  première  égale 
et  opposée  à  la  tension  extrême  en  a,  la  seconde  égale  à  la  ten- 
sion extrême  en  b.  Ces  réactions  dirigées  conséquemment  suivant 
les  tangentes  extrêmes  à  la  courbe  funiculaire,  doivent,  conformé- 
ment à  la  théorie  précédente,  achever  de  fermer  le  polygone  des 
forces  qui  est  infinitésimal  dans  sa  partie  p^xa.  Ce  contour  co^pLacii 
est  d'ailleurs  tel  qu'étant  choisi  un  élément  de  fil  m,  si  l'on  prend 
en  [x  sur  le  contour  afx?  la  force  iufinitésimale  correspondante, 
(ù\k  représente  en  direction  la  tangente  à  la  courbe  funiculaire 
en  m  et  en  grandeur  la  tension  du  fil  en  ce  même  point. 
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S02.  Détermiiiatioii  directe  de  la  courbe  fuiilcu- 
lAlre  danjB  €|uelc[aes  cas  i^artleullers.  —  Les  simples 
considérations  qui  précèdent  permettent  souvent  de  déterminer 
la  forme  de  la  courbe  funiculaire. 

Cas  des  forces  parallèles.  —  Supposons  que  les  forces  agissant 
sur  le  fil  soient  toutes  parallèles  entre  elles,  verticales  par 
exemple.  La  courbe  des  forces  apip  se  réduit  à  une  droite  verti- 
cale 00  et  la  figure  a>3[jux(i>  à  un  triangle  situé  dans  un  plan  ver- 


tical. Les  tangentes  au  fil  étant  représentées  en  directions  par 
les  droites  joignant  le  point  o)  aux  points  de  a^,  ces  tangentes 
sont  toutes  parallèles  à  un  même  plan  vertical,  ce  qui  prouve  que 
la  courbe  funiculaire  appartient  tout  entière  au  plan  vertical 
conduit  par  ses  extrémités  a  et  &  :  ce  plan  doit  renfermer  les 
réactions  R^  et  R»  appliquées  en  ces  points. 

Si  Ton  passe  d'un  point  m  à  un  point  infiniment  voisin  m!  de 
la  courbe  funiculaire,  le  point  correspondant  (jl  de  la  droite  des 
forces  se  transporte  en  [/  :  [aV  représente  la  résultante  F^  des 
forces  extérieures  appliquées  à  l'élément  m/rnl  et  l'angle  ^^'  est 
l'angle  de  contingence  de  cet  élément  :  (ojji,  et  tù^'  figurant  les  ten- 
sions aux  extrémités  de  mm',  on  reconnaît  immédiatement  que 
la  projection  horizontale  a>Y  de  la  tension  est  constante  sur  toute 
la  longueur  du  fil. 
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Si  Ton  désigne  par  c  cette  projection  constante  et  par  a  Tangle 
jjKOY  que  fait  (ù\k  avec  l'horizontale,  on  a  : 


utt'  =  d.  Yu = a.  c/aa  =  — r-  » 
*  *^         **^  ^       cos*« 


et  comme  a  est  aussi  Tangle  que  fait  au  point  m  la  tangente  à  la 
courbe  funiculaire  avec  Thorizontale,  en  égalant  Texpression  pré- 
cédente de  [k\t!  à  —  FdSj  on  obtient  la  relation 


(1)  c-^  =  — Fds 

^  '  cos*a 


qui  détermine  la  courbe  funiculaire  et  qui  est  son  équation  diffé- 
rentielle de  courbure  dans  le  cas  où  la  valeur  de  F  est  une  cons- 
tante ou  une  fonction  de  ^  et  de  a  seulement. 

203.  AppUcatlons.  — 1®  Chaînette.  —  Supposons,  par  une 
première  hypothèse,  un  fil  homogène  pesant  et  soumis  aux  seules 
actions  de  la  pesanteur.  Les  considérations  précédentes  seront 
applicables,  et  l'équation  (1),  où  F,  dirigé  de  haut  en  bas,  devra 
être  égalé  à  une  constante  négative  —  X,  deviendra  : 

COS'a 

d'où  en  intégrant  : 

«cota  =  constante. 

On  reconnaît  l'équation  de  courbure  de  la  chaînette  {Analyse^ 
S  i80). 

2®  Parabole.  —  Supposons  en  second  lieu  que  la  résultante 
Fds  appliquée  à  Télément  ds  soit  proportionnelle  à  la  projection 
horizontale  dw  de  l'élément.  L'équation  (I)  devient   dans  ce 
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cas  : 
(4") 


cda 
COS*a 


=  Xdx 


OU  à  cause  de  dx  =  ds  cos  a 

cos*«  *"  c     ' 

équation   différentielle   de   courbure  d'une  parabole  {Analyse^ 
SSlT^Bet  176). 

204I.  Parabole  des  ponto  siispendiis  t  détermina'- 

tloii  de  la  courbe  par  des  consldératloiis  différentes. 

—  On  peut  rapprocher  du  cas  théorique  que  nous  venons  d'étu- 
dier celui  du  câble   ab  supportant   le   tablier  AB  d'un    pont 


suspendu.  En  effet,  si  Ton  néglige  à  côté  du  poids  du  tablier  celui 
du  câble  lui-même  et  des  tiges  verticales  par  lesquelles  le  tablier 
lui  est  rattaché,  on  voit  qu*un  élément  mm/  de  ce  câble  supporte 
le  poids  d'un  élément  pp'  du  tablier,  et  conmie  pp'  est  la  projec- 
tion horizontale  de  mm',  en  supposant  le  poids  du  tablier  pro- 
portionnel à  sa  longueur,  les  conditions  de  la  relation  théorique 
précédente  se  trouvent  bien  réalisées. 

Dans  ce  cas  l'équation  de  la  courbe  funiculaire  peut  s'obtenir 
plus  directement  par  les  considérations  suivantes. 
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En  général,  toutes  les  fois  que  les  forces  parallèles  et  verti- 
cales agissant  sur  les  éléments  du  fil  ont  une  expression  de  la 
forme  ç  (Ç)  dÇ,  Ç  désignant  Tabscisse  de  l'élément  sur  lequel  agit 

la  force,  il  est  facile  d'arriver  di- 

/      rectement    et    très  simplement  à 

2  y         l'équation  de  la  courbe  funiculaire. 

■/pï-  Soit  en  effet  a  (a?^,  i/J  un  point  de 

^  \  la  courbe  où  la  tangente  est  hori- 

\p  zontale,   et  considérons  la  portion 

de  fil  om  limitée  à  un  point  quel- 

Q  '    'x      conque  m  de  coordonnées  a?,  y. 

L'équilibre  de  cette  portion  de 
fil  exige  que  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  qui 
lui  sont  appliquées  soit  nulle  par  rapport  à  un  point  quelconqne 
du  plan  et  en  particulier  par  rapport  au  point  m.  Or  ces  forces 
sont  d'une  part  les  tensions  extrêmes  —  6^  et  6  appliquées  en 
a  et  en  m,  d'autre  part  les  forces  élémentaires  appliquées  aux 
différents  éléments  tels  que  jjl  (Ç,  tj)  de  cette  portion  du  fil.  Le 
moment  de  la  tension  6  étant  nul,  l'équation  des  moments  se 
réduit  à 


(2) 


-6«(y-yo)+  r  ?(Ç)(x~f)dÇ  =  o, 


et  cette  équation  par  une  simple  quadrature  fournit  l'équation  de 
la  courbe  funiculaire. 

Prenons  par  exemple  le  cas  où  ^  (Ç)  =  constante  =  X  (qui  est 
celui  des  ponts  suspendus),  et  comme  le  déplacement  des  coor- 
données n'influe  pas  dans  ce  cas  sur  la  valeur  de  ç  (Ç),  trans- 
portons pour  simplifier  l'origine  au  point  a.  L'équation  (2) 
devient  alors  : 


X 


—  6oy  +  ^  I     (x  — Ç)dÇ  =  0, 


et  son  intégration  conduit  à  la  parabole 

2  e^y = ^>c*» 
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conformément  au  résultat  que  nous  avions  obtenu  au  précédent 
paragraphe  (*). 

20S.  Formales  générales  en  coordonnées  reetan- 
snlaires  dans  le  cas  d'un  fil  libre.  —  Si  la  courbe  funi- 
culaire ne  résulte  pas  de  Tapplication  au  fil  de  forces  parallèles, 
on  devra  recourir  à  des  formules  plus  générales  qui  conduisent  à 
la  détermination  de  son  équation  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Nous  allons  établir  ces  formules  dans  le  cas  d'un  fil  libre j  c'est- 
à-dire  en  supposant  connues  toutes  les  forces  autres  que  les  ten* 
sions  qui  agissent  sur  ce  fil. 

Considérons  un  élément  i^V  de  la  courbe  des  forces.  Cet  élé- 
ment, qui  représente  comme  on  Ta  vu  la  grandeur  géométrique 
de  la  force  Fd$  appliquée  à  l'élément 
correspondant  mm'  du  fil,  est  la  diffé- 
rence géométrique  changée  de  signe  des 
tensions  Ç  +  ^G  ©^  Ç  appliquées  aux 
extrémités  de  cet  élément,  ou,  si  l'on 
veut,  la  différentielle  géométrique  de  Ç 

changée  de  signe.  Projetant  sur  les  trois  axes  le  triangle  (ù[L\»f 
et  désignant  par  X,  Y,  Z  les  projections  de  F,  et  par  6  la  gran- 
deur de  la  tension,  on  a  les  trois  égalités  : 


(^s)=- 


Xds 


0)  d(6^y=-.Yd. 

Ces  équations  ne  renferment  que  quatre  variables  a:,  y,  z  et  6, 
si  Ton  suppose  X,  Y  et  Z  exprimés  en  fonction  de  a?,  y,  z  et  de  s 
qui  est  lui-môme  une  fonction  des  coordonnées.  Elles  fournissent 


(*)  Celle  solution  a  été  donnée  par  M.  Collignon  (Traité  de  Mécanique^ 
i.  n,  §  328). 

27 
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par  conséquent  la  solution  complète  du  problème,  car  elles 
permettent,  théoriquement  du  moins,  d'obtenir  par  l'élimination 
de  6  les  deux  équations  de  la  courbe  funiculaire. 

En  réalité  ce  calcul  présente  dans  la  plupart  des  cas  dïnsur- 
montables  difficultés  :  car  si  le  fil  n'est  pas  homogène,  les 
forces  F  et  par  conséquent  leurs  composantes  X,  Y,  Z  sont 
généralement  fonctions  à  la  fois  de  la  position  de  l'élément  mm 
sur  le  fil,  c'est-à-dire  de  s  et  de  sa  position  dans  l'espace,  c'est-à* 
dire  de  a?,  y,  js,  et  l'élimination  de  s  supposerait  Tintégration  de 
la  relation 

qui  ne  peut  s'effectuer  que  si  la  courbe  qu'on  cherche  à  détermi- 
ner est  déjà  connue. 

Quant  à  la  valeur  de  la  tension  G,  elle  peut  s'obtenir  directe- 
ment en  projetant  [l[i!  ou  —  Fds  en  \Lt  sur  la  tangente  et  remarquant 
que  cette  projection,  égale  à  de  en  négligeant  les  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  et  que  nous  désignerons  par  /i  d5,  repré- 
sente précisément  le  travail  fictif  d'une  force  —  F  pour  un  déplace- 
ment ds  de  son  point  d'application.  Or  ce  travail  a  pour  expres- 
sion —  ÇK.dx  +  Ydy  +  Zdj?)  ;  on  a  donc  : 

de  =  —  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 
d'où 

(SI)  e  =  —  Axdx  +  Ydy  +  Zdz), 

l'intégrale  indéfinie  comprenant  une  constante  arbitraire. 

La  formule  (2)  peut  se  déduire  d'ailleurs  très  simplement  des 

équations  (1).  En  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respecti- 

dx  dy   ds    ,         , ,     , 
vement  par  —,  -j-»  ^  et  en  développant  les  prenuers  membres, 

on  trouve  : 

,-.  /dx*  ,  dy«  ,  dz*\  ,  ^fdxd^x  ,  dyd*y  ,  dzd*z\  ^,_,      ^,^    .  «.  . 
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et  en  remarquant  que 


d««  "^  d««  "^  ils*  "■   ' 
dx  d*x  ,dy  d'y      dz  d^z 
ds   ds^'^ds   ds*"^di  d? 


=  0, 


on  retrouve  bien  la  formule  (2). 

Une  autre  expression  de  la  tension  peut  s^obtenir  en  intégrant 
les  équations  (1)  par  rapport  à  ^  et  en  les  ajoutant  après  les  avoir 
élevées  au  carré.  Il  vient,  à  cause  de 


(2') 


&^(  TxdsV  +  (  f^àsV  +  (  CzdsY' 


Les  formules  (2)  et  (2")  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Fuss. 


1 


.■3 

5 


20G.  Relations  entre  la  tension  et  les  compo- 
santes tansentielle  et  normale  de  la  force.  —  Con- 
sidérons dans  la  courbe  des  forces  les  deux  tensions  consécutives 
^ou  co|x  et  ^  +  ^^  ou  u)|jl'  relatives  aux  extrémités  d'un  élé- 
ment mm'  ou  ds  du 

fil  :  jaV  représente,  «s^d^  ^— ;^     f      ^^/^ 

comme  on  Ta  vu,  la 
force  ¥ds  appliquée 
à  Télément  mm!,  et 
située  dans  le  plan  os- 

culateur  de  la  courbe  funiculaire  dont  (jud(a'  est  Tangle  de  contin- 
gence e.  Soient  /i  et  f^  les  grandeurs  des  composantes  de  F  sui- 
vant la  tangente  et  la  normale  principale  à  cette  courbe,  ces 
grandeurs  étant  comptées  positivement  dans  le  sens  des  s  positifs 
sur  le  fil  et  dans  la  direction  du  centre  de  courbure.  Si  Ton 
abaisse  \i.t  perpendiculaire  sur  wjji',  on  aura  d'après  la  figure, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  : 

|j.W  =  Ad8  =  — dCt . 
(ji  =/;ds  =  — Ci, 


•  !-•: 


-,-.,.-.=.     *^^^ 
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d*où  les  relations 


(3) 


(4) 


r-=- 


6 

— » 


que  nous  nous  proposions  d'établir. 

En  les  divisant  membre  à  membre  et  désignant  par  6  langle 
que  fait  la  direction  de  F  avec  la  tangente  à  la  courbe  funiculaire, 
on  obtient  encore  la  relation  remarquable 


(5) 


e 


de 
6 


très  analogue  à  celle  établie  au  paragraphe  61  pour  le  mouve- 
ment d'un  point  et  que  nous  aurons  occasion  d'appliquer  dans  le 
cas  du  frottement  où,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  s'il  n  y  a 
pas  d'autres  forces  que  les  réactions,  l'angle  6  a  unj5  valeur 
constante. 


n 


•?/ 


20*7.  Analogie  des  formules  prétsédentes  avee 
eelle«  qui  se  rapportent  au  mouvement  d'un  point  t 
surfkces  de  niveau.  —  Il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé 
par  l'analogie  existant  entre  l'équation  (2)  et  celle  des  forces 
vives  telle  qu'elle  a  été  établie  dans  la  dynamique  du  point 
matériel. 

On  voit  en  effet  que  si  un  point  de  masse  m  décrivait  la  courbe 
funiculaire  sous  l'action  d'une  force  égale  à  —  F  et  d'une  réaction 
normale  inconnue,  sa  force  vive 


i  mu"  =  —  Ç(Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 


serait  constamment  égale,  à  une  constante  près,  à  la  tension  cor- 
respondante du  fil  prenant  sous  l'action  des  forces  +  F(fo  la  forme 
de  cette  même  courbe.  < 
Cette  assimilation  nous  permet  d'étendre  immédiatement  aui 


i^. 
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courbes  funiculaires  la  théorie  des  surfaces  de  niveau.  Ces  sur- 
faces existeront  toutes  les  fois  que  la  quantité 

Xdx  +  Ydy  +  Zdr, 

sera  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x,  y,  z  et  dans  ce 
cas  la  vitesse  v  du  mobile  fictif  que  nous  venons  de  considérer 
reprenant  la  même  valeur  toutes  les  fois  que  ce  mobile  traverse 
une  même  surface  de  niveau,  il  en  sera  de  même  de  la  tension 
pour  les  points  où  la  courbe  funiculaire  rencontre  une  même 
surface,  puisque  cette  tension  sera  égale  à  une  constante  près 


à 


mv' 


Ces  surfaces  de  niveau, normales  aux  forces  F,  seront  des  plans 
horizontaux,  toutes  les  fois  que  les  forces  F  seront  verticales, 
conmie  dans  Texemple  étudié  plus  haut  de  la  chaînette  ;  dans  ce 
cas,  les  tensions  seront  égales  pour  les  points  situés  à  une  même 
hauteur  au-dessus  d*un  plan  horizontal  de  comparaison,  et 
comme  les  projections  horizontales  de  ces  tensions  sept  aussi 
égales  (S  202),  il  en  résulte  que  la  courbe  funiculaire  doit  tou- 
jours couper  un  même  plan  de  niveau  sous  un  même  angle. 

Il  existe  d'ailleurs  une  relation  remarquable  entre  la  force  Fds 
qui  détermine  une  courbe  funiculaire  et  la  réaction  R  normale  à 
cotte  courbe  qu*il  faut  adjoindre  à  la  force  F  changée  de  signe 
pour  faire  décrire  à  un  point  mobile  cette  même  courbe. 

Reprenons  en  effet  les  formules  : 


(3) 

(4) 


f  -    ® 


établies  au  paragraphe  précédent  et  comparons -les  avec  les 
équations 


(3) 
(6) 


du 

P 


I 
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applicables  au  mouvement  du  point  qui  décrirait  la  courbe  funi- 
culaire sous  l'action  combinée  de  la  force  —  F  et  d'une  réaction 
normale  R. 

Cette  comparaison  nous  fournit  d'abord  l'égalité 

d  G  =  invdvj 

d'où,  conformément  à  un  résultat  précédemment  énoncé. 

*•      mu'  .  .     . 

©  =  -s-  +  constante. 

La  constante  sera  nulle  si  la  vitesse  initiale  du  point  mobile  a 
été  déterminée  par  la  condition 


mv* 


Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  mettons  — ^  à  la  place  de  6 
dans  l'équation  (4),  il  viendra  : 

P 


mv* 


et  cette  valeur  de substituée  à  son  tour  dans  l'équation  (6) 

P 
donnera  la  relation  : 


(7)  R  =  -ri 


«> 


que  nous  nous  proposions  d'^établir. 

Ainsi  la  réaction  qu'il  faut  ajouter  à  la  force  —  F  pour  faire 
décrire  la  courbe  funiculaire  à  un  point  animé  d'une  vitesse  ini- 
tiale i/ — 2  est  égale  à  la  composante  de  cette  force  —  F  sui- 
vant la  normale  principale.  (Gonf.  S  Oîï.) 
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SOS.  Cas  d*un  fll  qui  n'est  pas  libre  s  calcul  de 
la  réaction.  —  Il  peut  se  faire  qu'un  fil  ne  soit  pas  libre,  c'est- 
à-dire  qu'en  dehors  des  forces  connues  qui  lui  sont  appliquées, 
il  se  trouve  soumis  à  l'action  d'autres  forces  inconnues,  mais 
telles  qu'elles  obligent  le  fil  à  s'appliquer  sur  une  courbe  ou  sur 
une  surface  donnée.  La  résultante  éids  de  ces  forces  inconnues 
qui  se  trouve  appliquée  à  un  élément  de  fil  est  dite  réaction  de  la 
courbe  ou  de  la  surface.  En  introduisant  la  réaction  par  ses  com- 
posantes ^„ds^  ^yds,  ^^ds  dans  les  équations  générales  précé- 
demment établies,  on  obtient  un  système  de  trois  équations  à  six 
inconnues  qu'on  complète  en  lui  adjoignant  d'abord  les  équations 
de  la  courbe  funiculaire  ou  celle  de  la  surface  sur  laquelle  cette 
courbe  doit  se  trouver,  et  en  second  lieu  la  condition  ou  les  con- 
ditions pour  que  la  réaction  soit  normale  à  cette  courbe  ou  à  cette 
surface.  On  obtient  ainsi  le  système  des  six  équations  néces- 
saires pour  la  détermination  du  problème.  Cette  solution  est 
d'ailleurs  absolument  analogue  à  celle  indiquée  pour  le  mouve- 
ment d'un  point. 

On  remarquera  que,  d'après  la  propriété  de  la  courbe  des  forces 
établie  au  paragraphe  201,  la  force  totale^c^^  (résultant  de  la 
composition  de  Fd$  avec  Sids)  est  toujours  située  dans  le  plan 
osculateur  à  la  courbe  funiculaire.  Si  donc  le  fil  appliqué  sur  une 
surface  n'est  soumis  sur  une  partie  de  sa  longueur  qu'à  la  réac- 
tion supposée  normale  à  cette  surface,  le  plan  osculateur  de  la 
courbe  funiculaire,  devant  contenir  ^ds  qui  se  réduit  dans  ce  cas 
à  sa  seule  composante  Sids^  est  normal  à  la  surface  dont  la 
courbe  funiculaire  est  par  conséquent  une  ligne  géodésique.  Dans 
ce  cas  d'ailleurs  la  formule 

de  =  —  (Xdx  +  Ydy  -h  Zdz) 

donnant 

d6  =  o, 

on  voit  que  la  tension  est  constante  tout  le  long  de  la  portion  du 
fil  considéré. 


•  T  »  .»  '■—  fmj 
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M 

toi 


*■ , 


r 


Ce  résultat  se  déduit  aussi  de  Téquatioii  (3) 

qui  donne  d^  =  0,  puisque  /*,  est  nul. 
D'autre  part  Téquation  (4) 


rn=- 


6 
— I 

P 


où  6  a  une  valeur  constante,  fait  voir  que  la  réaction  de  la  sur- 
face  rapportée  à  V unité  de  longueur  du  fil  varie  en  raison  inverse 
du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  funiculaire. 

La  détermination  de  la  réaction  inconnue  Sids  peut  se  faire  par 
une  méthode  analogue  à  celle  employée  dans  le  mouvement  d'un 
point. 

Soit  par  exemple  AB  la  courbe  sur  laquelle  doit  s'appliquer  le 

fil  :  le  calcul  de  la  tension  6  résultera  de  l'intégration  de 
Téquation 

G  =  —  j{Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

où  ne  figurent  que  les  forces  connues  F,  par  leurs  composantes. 

La  tension  étant  ainsi 
'%  déterminée,  on  sait  que 

^  Çk  la  force  *   (rapportée 

à  l'unité  de  longueur 
q  d'arc),  résultant  de  la 
composition  de  F  et  de 
^,  doit  être  située  dans 
le  plan  osculateur  de  la 
courbe  funiculaire  et 
doit  avoir  une  compo- 

santé  normale  4>^  ou  mn  égale  à  -  (§  200)  en  désignant  tou- 

P 
jours  par  p  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe. 

La  réaction  Si  supposée  normale  à  la  courbe  AB  sera  donc  la 


,» 
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perpendiculaire  abaissée  de  Textrémité  de  F  sur  la- parallèle  ti^ 
à  la  tangente  mt,  ou  bien  encore  la  différence  géométrique  entre 

la  composante  normale  F^  de  F  et  la  grandeur  mn  égale  à 

P 

portée  sur  la  normale  principale. 

Cette  réaction  ^  est  d'ailleurs  liée  à  celle  R  qu'il  faudrait 
adjoindre  à  la  force  —  F  pour  faire  décrire  à  un  point  mobile  la 
courbe  considérée,  par  la  relation 


(8)  R  +  2a=— r. 


n» 


dont  l'équation  (7)  ^u  paragraphe  précédent  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier et  qui  s'établit  très  simplement  par  un  calcul  semblable. 
Dans  le  cas  où  le  fil  est  maintenu  sur  une  surface,  la  détermi- 
nation de  Si  s'obtient  par  des  considérations  analogues  et  qui 
peuvent  être  calquées  pour  ainsi  dire  sur  celles  qui  nous  ont 
fourni  la  solution  dans  le  cas  d'un  point  mobile. 

*  209.  Propriété  de  mlnimuiii  des  courbes  lùnteu- 
latres.  —  Supposons  que  la  force  Fds  qui  détermine  la  forme 
d'un  fil  libre  soit  fonction  uniquement  des  coordonnées  x,y,  zde 
l'élément  de  fil  auquel  elle  est  appliquée  et  que  de  plus  l'expres- 
sion (Xcte  +  Ydy  +  Zds)  soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion $  (or,  y,  s)  de  ces  coordonnées.  Si,  par  l'effet  d'une  réaction 
quelconque  normale  à  la  courbe  d'équilibre  du  fil,  on  transforme 
la  portion  de  courbe  funiculaire  AmB  en  une  autre  courbe  Am'B 
aboutissant  aux  mêmes  extrémités,  l'intégrale 


=/ 


6d8, 


prise  le  long  du  fil  depuis  A  jusqu'en  B,  sera  plus  petite  pour  la 
courbe  AmB  correspondant  au  fil  libre  que  pom*  toute  autre 
courbe,  en  admettant  toutefois  que  les  points  A  et  B  aient  été 
choisis  assez  voisins  pour  que  dans  l'intervalle  qui  les  sépare,  la 
courbe  du  fil  ne  traverse  qu'une  seule  fois  les  différentes  surfaces 
de  niveau  S,  S',  S""...  qui  passent  entre  ces  points. 


I 

[ 
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Nous  donnerons  de  ce  théorème  une  démonstration  très  simple 

empruntée  au  Traité  de 
Mécanique  de  M.  CoUi- 
gnon.  Nous  prouverons 
que  si  le  fil  se  déplace 
légèrement  à  partir  de  la 
position  AmB  par  Tad- 
jonction  de  réactions  nor- 
males, pour  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quel- 
conque ladififérentielle  del 
jsera  nulle  ou  du  moins  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Soit  mn  l'élément  de  fil  compris  entre  deux  surfaces  de  niveau 
consécutives  S  et  S'  et  mV  l'élément  compris  entre  ces  mêmes 
surfaces  après  le  déplacement  du  fil.  Ces  deux  éléments  donne- 
ront dans  l'intégrale  I  des  termes  qui  ne  différeront  que  parla 
variation  de  la  longueur  mn,  puisque,  en  raison  de  la  propriété  des 
surfaces  de  niveau,  la  tension  6  applicable  aux  deux  éléments  aura 
la  même  valeur.  La  variation  de  I  correspondant  à  l'élément  mn 
se  réduira  donc  à  : 


^t  pour  l'ensemble  du  fil,  on  aura  : 


BI 


=/ 


6$d«. 


Mais  &ds  représente  la  somme  des  travaux  élémentaires  de 
■deux  forces  égales  à  6  et  à  —  6  appliquées  fictivement  aux  points 
n  et  m  et  dirigées  suivant  mn,  pour  des  déplacements  nn'  et  «un' 
■de  leurs  points  d'application.  Pour  obtenir  îl  on  aura  donc  à  faire 
la  somme  de  tous  les  travaux  analogues  le  long  de  la  courbe  fu- 
niculaire AB.  Cherchons  à  évaluer  cette  somme  d'une  autre 
manière.  Pour  cela  remarquons  que  chaque  point  tel  que  n  se 
trouve  le  point  d'application  fictif  de  deux  forces  Ç  et  — (Ç+dÇ), 
la  première  fournie  par  l'élément  mnj  la  seconde  relative  à  Télé- 
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ment  suivant  np.  La  somme-  des  travaux  de  ces  deux  forces  se 
réduira  au  travail  de  leur  résultante  —  dÇ.  Or  —  dÇ,  égal  en 
général  à  ^d$^  se  réduit  à  Fds  lorsque  la  réaction  s\.  est  nulle  : 
son  travail  pour  un  déplacement  dx,  dy,  dz  de  son  point  d'ap- 
plication sera  donc  : 

(Xdx  -f-  Ydj/  +  Zdz)  ds, 

«t  si  (comme  cela  a  lieu  précisément  dans  l'évaluation  qui  nous 
occupe)le  point  d'application  se  déplace  sur  une  surface  de  niveau, 
la  quantité  X da?  +  Yrfy  4-  Zdjï  étant  égale  à  zéro,  ce  travail  sera 
nul  :  il  en  sera  de  môme  alors  de  l'intégrale,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 


21 0.  Cas  d'an  fll  soninls  à,  des  forces  fliiies  et 
diseonÉipiiies.  -^  Supposons  qu'en  dehors  des  forces  infinité- 
simales continuels  que  nous  avons  représentées  par  Fds^  le  fil 
soit  soumis  à  des  forces  finies  <l>p^„^,. ..  appliquées  en  des 
points  W|,^„  m,. . .  Considérons  en  particulier  l'élément  m^m[ 
auquel  est  appliquée  la 
force  ^, ,  et  soient  Ç  et 
tî  -|-  AÇ  les  deux  ten- 
sions appliquées  aux 
extrémités  de  cet  élé- 
ment. 

La  première  condi- 
tion d'équilibre{SF=0) 
fait  voir  d'abord  que 
AÇ  doit  avoir  dans  le 
cas  actuel  une  valeur 

finie.  De  plits,  il  est  évident  que  le  raisonnement  du  para- 
graphe 200  ne  s'applique  plus,  et  que  si  l'on  prend  les  moments 
par  rapport  au  point  m\  par  exemple,  celui  de  Ç  +  AÇ  étant 
nul  et  ceux  des  forces  infinitésimales  négligeables,  le  moment 
de  4,  et  celui  de — Ç  doivent  doïmer  une  somme  nulle,  ce  qui 
4âxige  que  — Ç  soit  à  une  distance  de  m'i  du  premier' ordre,  ou  en 


*i 


.'.'• 
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d'autres  termes  que  la  direction  de  {^  fasse  un  angle  fini  ekyecm^m\. 

La  courbe  funiculaire  présentera  donc  au  point  m^  un  pomt 

anguleux.  D'ailleurs,  l'équation  de  la  résultante  (^F  =  0),  où  l'on 

peut  négliger  les  forces  infinitésima- 
les, impose  aux  forces  —  Ç,  Ç  +  AÇ 
et  ^j,    la   condition  de  former  un 
triangle  fermé,  ce  qui  permet,  con- 
naissant  Ç    et    ^^,    de    construire 
Ç+AÇ    au    moyen    du    parallélo- 
gramme des  forces,  comme  l'indique 
la  figure  ci-contre.  On   déterminera 
ainsi  la  variation  géométrique  que 
subit  la  tension  f^  quand  on  franchit 
le  point  m,   sur  le  fil,  et  par  suite  on  connaîtra  l'angle  dont 
tourne  brusquement  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  et  la 
variation  brusque  que  l'intensité  de  la  tension  y  éprouve. 
Si  l'on  se  reporte  aux  constructions  du  paragraphe  20i  relatives 


à  la  courbe  des  forces,  on  voit  que  cette  courbe  présentera  des 
parties    droites   |x',ji.^,  [xi[i.„  ixiix,...    respectivement   égales  à 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE 


429 


4>^,  $,,  *,  et  répondant  aux  points  d'application  m^^m^^m^... 
Les  angles  (a^(i>(Ai,  [x^tofi^,  v-^^ih'  •  •  sont  d'ailleurs  ceux  que  for- 
laent  entre  elles  les  tangentes  aux  points  anguleux  corres* 
pondants. 

211.  Ca0  où  les  forces  finies  subsistent  seules.  — 
Polygone  funiculaire»  polygone  de  Varignon.  —  Sup- 
posons actuellement  que  les  forces  infinitésimales  disparaissent 
et  que  les  forces  finies  $,,  $„  $,. . .  subsistent  seules.  La  courbe 
des  forces  (par  suite  de  l'évanouissement  des  parties  curvilignes 
apLp  (j^[A„  \Lf\L^^  [Li^)  se  réduira  à  un  polygone  formé  par  les 


P/i^L^s    «,s 


OC^/*l 


forces  ^,,^,,  4>,etpar  les  tensions  extrêmes  Ç,,  Ç^.  Ce  polygone 
auxiliaire  a  reçu  le  nom  de  polygone  de  Varignon. 

La  courbe  funiculaire,  d'autre  part,  se  réduit  elle  aussi  à  un 
polygone  ayant  les  points  d'application  m,,  m,,  m,. . .  des  forces 
^,,  <t>,,  $,• .  ..pour  sommets,  car  entre  deux  de  ces  points  d'appli- 
cation, d'après  le  polygone  de  Varignon,  la  tension  et  par  suite 
la  tangente  à  la  courbe  funiculaire  a  une  direction  constante. 

Ainsi,  le  polygone  de  Varignon  et  le  polygone  funiculaire  sont 
liés  entre  eux  de  telle  manière  que  les  diagonales  du  premier  sont 
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parallèles  aux  côtés  du  second  et  égales  à  leurs  tensions,  tandis 
que  les  forces  appliquées  aux  sommets  du  second  sont  égales 
en  grandeur  et  en  direction  aux  côtés  du  premier. 

SÎ12.  Problèmeei  se  rapportant  à,  la  détermina- 
tton  des  polysones  funiculaires. — La  détermination  des 
polygones  funiculaires  peut  donner  lieu  à  différents  problèmes. 

Par  exemple,  connaissant  les  longueurs  des  cordons  am„  w,7n„ 
Wj,m,,  mj)  ainsi  que  la  position  des  points  d'attache  a  et  è  du  fil, 
on  peut  demander  la  position  d'équilibre  du  fil  sous  Taction  de 
forces  connues  en  grandeur  et  en  direction  $j,  *,,  *,. 

Le  contour  du  polygone  de  Varignon  se  trouve  alors  immédia- 
tement déterminé,  à  l'exception  des  côtés  extrêmes  cofi,,,  «iii  qu'il 
faut  déterminer,  ce  qui  revient  à  trouver  la  position  du  point  o 
par  rapport  au  contour  |Xj  [x,  [jl,  {j4*  La  condition  qui  doit  fournir 
cette  détermination  s'obtiendra  en  écrivant  que  la  somme 
géométrique  des  cordons  doit  être  égale  à  la  grandeur  géomé- 
trique ab. 

Désignons  par  l  la  longueur  d'un  des  cordons,  para,  p,  yles 
coordonnées  du  sommet  correspondant  |ji.  du  polygone  de  Varignon. 
Le  cordon  étant  parallèle  à  (0[a,  si  x^y^z  sont  les  coordonnées  du 
point  cherché  co,  les  projections  de  cj^x  sur  les  axes  seront 

(a-x)  (?-y)  (t-z). 

Les  projections  du  cordon  /  seront  donc  : 


Si,  d'antre  part,  on  désigne  par  X,  Y  et  Z  les  projections  de  ah 
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sur  ces  mêmes  axes,  les  conditions  seront  : 

2 ^  («  — y) 


=  X, 


H?- y) 


=  Y, 


=  Z. 


Telles  sont  les  équations  qui  donnent  x,  y  et  z. 

Le  point  w  étant  ainsi  déterminé,  on  peut  achever  la  construc- 
tion du  polygone  de  Varignon,  et  celle  du  polygone  funiculaire  en 
résulte,  puisque  ses  côtés  qui  ont  une  longueur  connue  (celle  des^ 
cordons)  ont  une  direction  déterminée  (celle  des  côtés  extrêmes 
iùXj  wp  et  des  diagonales  du  polygone  de  Varignon). 

Le  problème  se  trouve  ainsi  complètement  résolu. 

Mais  la  question  peut  être  posée  d'une  autre  manière.  On  peut,  par 
exemple,  étant  données  dans  un  plan  un  certain  nombre  de  forces 
pouvant  glisser  sur  leurs  propres  directions,  chercher  à  déterminer 
un  polygone  funiculaire  capable  de  tenir  ces  forces  en  équilibre. 

Dans  ce  cas  encore,  le  polygone  de  Varignon  wjjljjl,  [XjJjl,  peut  être 
immédiatement  construit,  à  l'exception  de  ses  côtés  extrêmes 
iû\jLj  (oiJLjdont  la  dé- 
termination dépend  y  h  ' 
de  celle  du  point  w 
qui  reste  arbitraire. 

A  chaque  posi- 
tion du  point  (I)  cor- 
respondent une  in- 
finité de  solutions 
et  des  polygones 
qu*on  peut  aisé- 
ment construire. 
,  Par  exemple,  on 
prendra  sur  la  di- 
rection de  la  force 
F  parallèle  à  ja;*,  un  point  arbitraire  m,  par  lequel  on  mènera- uik 
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■emier  cordoc  ma  parallèle  à  u 


->*" 


,  puis  le  cordoa  suivant  mm, 
parallèle  h  ll>]t^  &  partir  de  m,,  on 
aura  le  cordon  m,  m,  parallèle 
à  (i>{i,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'oD  déplace  le  point  »  et 
qu'on  le  transporte  en  «'  par 
exemple  et  si  l'on  choisit  un 
autre  point  de  départ  m',  oa 
obtiendra  un  autre  polygone 
a'm'm\m^b'  satisfaisant  &  la 
question  comme  le  précédent, 
et  comme  les  tensions  des  cor- 
ms  qui  étaient  figurées  dans  le  polygone  précédent  par  les 
oites  uiiL,  u[ji,,  (D[jij. ..  sont  actuellement  représentées  par 
\).„  (•)'(<■)■  •  •  OD  ^oit  que  ces  nouvelles  tensions  s'obtiennent  en 
outant  aux  précédentes  une  même  grandeur  géométrique  lam'. 

*  2 1 3 .  Propriété  remarquable  des  polygones  tami- 
iilalres.  —  On  peut  démontrer  que  si  deux  polygones  funicuiaires 


ennent  en  équilibre  dans  un  plan  un  même  système  de  fonts-, 
urs  côtés  correspondants  se  coupent  sur  «ne  même  ligne  droite. 


1      . 


T^      ttft;      r: -^/...wj^J*  .?  *:-    ^  ,Hr*iv.>;'- 
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Il  suffit  évidemment  de  faire  la  démonstration  pour  trois  côtés 
consécutifs  des  deux  polygones  que  Ton  considère. 

Reprenons  donc  la  figure  ci-dessus  et  considérons  en  particulier 
les  trois  côtés  amm^m^  du  premier  polygone  et  a'm'm^m'g  du 
second.  Prolongeons  ma  et  mV,  m^m^  etrrïfin'i  jusqu'en  leurs 
points  de  rencontre  respectifs  a  et  y. 

Soient  Ç^  Ç,  et  Ç,  les  tensions  des  trois  premiers  cordons  du 
premier  polygone,  Ç^  Ci»  Ci  celles  des  cordons  correspondants 
du  second. 

Les  tensions  t^i  et  Ç,  faisant  équilibre  à  la  force  F  en  m,  on  a 
en  prenant  les  moments  relatifs  à  a 

.    6jXÏS  =  Fxâ7, 
et  de  même  pour  le  second  polygone 

G',ïûfr  =  Fxa/, 

d'où 

En  exprimant  de  même,  par  les  moments  relatifs  au  point  y, 
l'équilibre  de  la  force  F'  et  des  tensions  Ç„  Ç„  d'une  part, Ci,  Ç„ 
d'autre  part,  on  arrive  à  la  relation 


on  en  conclut 


ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  A  A;  et  h'k'  rencontrent  en  un 
même  point  ^  la  droite  ay.  Les  trois  points  d'intersection  ft,P,Y 
des  côtés  correspondants  des  deux  polygones  sont  donc  bien  en 
ligne  droite,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

28 


k  1 


^  '*■ 


434 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


2141.  —  Il  est  encore  à  remarquer  que  cette  droite  apy...  a 
même  direction  que  la  grandeur  géométrique  ww'  qu'il  faut 
ajouter  aux  tensions  du  premier  polygone  pour  obtenir  celles  du 
second. 

En  effet,  les  relations  précédentes  font  voir  que  les  tensions  G, 
et  si  sont  inversement  proportionnelles  aux  longueurs  ah  et  ih!. 
Si  donc,  en  reprenant  la  figure  précédente,  nous  portons  sur 
oA,  ah'  des  longueurs  a^„  ai',  égales  ou  seulement  proportionnelles 
à  6,  et  à  ci,  les  points  t,  et  t't  seront  les  transformés  des  points 
h  et  A'  par  rayons  vecteurs  réciproques  relativement  au  point  a, 
et  comme  d'ailleurs  ces  points  h  et  h'  appartiennent  au  cercle 
décrit  sur  «3  comme  diamètre,  les  points  t^^  t'^  seront  sur  une 
droite  perpendiculaire  à  a  g. 

Mais,  d'autre  part,  le  triangle  a^,  ^i  et  le  triangle  jjljWw  du 

polygone  de  Varignon  sont  égaux  ou 
semblables,  car  les  angles  en  2  et  eu 
\t.^  de  ces  triangles  sont  égaux  comme 
rectangulaires,  et  les  côtés  adjacents 
à  ces  angles  sont  égaux  ou  propor- 
tionnels par  construction.  Donc,  leurs 
troisièmes  côtés  sont  aussi  rectan- 
gulaires, ce  qui  prouve  bien  que  la 
droite   ag^   est   parallèle  à  ww'. 


TENSIONS,  DÉFORMATIONS  ET  MOUVEMENTS  VIBRATOIRES 

A  L'INTÉRIEUR  DES  SOLIDES 

,       ,  A.  ÉTUDE  DES  TENSIONS 


<   •  2  i  5 .  Uéflnition  de  la  tension.—  Ainsi  que  nous  l'avons 
observé,  lorsque  des  forces  extérieures  sont  appliquées  à  un 
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solide,  il  est  nécessaire  d'admettre  qu'il  se  développe  à  l'intérieur 
du  solide  un  système  de  forces  intérieures  ayant  pour  eflfet  d'in- 
troduire, dans  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  qui  conviendrait 
à  chaque  point  s'il  était  isolé,  les  modifications  que  l'invariabilité 
de  forme  du  solide  rend  obligatoires. 

Ces  forces  prennent  évidemment  naissance  dans  les  réactions 
mutuelles  des  points,  réactions  qui  dépendent  des  masses  de  ces 
points  et  sont  fonctions  de  leurs  distances  respectives,  et  dont 
l'expression  générale  est  de  la  forme  mmfo  (r). 

Nous  admettrons  que  la  fonction  <p  (r)  tend  à  s'annuler  lorsque 
la  distance  r  cesse  d'être  très  petite  ;  en  sorte  que  l'action 
mutuelle  de  deux  points  devra  être  considérée  comme  insensible 
dès  que  leur  distance  sera  appréciable.  Mais,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  forme  de  cette  fonction,  il  est  visible  que  les  réac- 
tions intérieures  ne  sauraient  se  modifier  si  les  distances  r  des 
différents  points  restaient  absolument  invariables.  On  est  donc 
dans  la  nécessité  d'admettre  qu'il  se  produit  toujours  des  défor- 
mations. Seulement,  dans  le  cas  des  solides  théoriques,  on  sup- 
pose, comme  nous  l'avons  déjà  dit  (S  162),  que  ces  déformations 
sont  infiniment  petites  ou,  pour  préciser  davantage,  qu'elles  ne 
modifient  que  de  quantités  du  deuxième  ordre  de  petitesse  les 
distances  infiniment  petites  du  premier  ordre  des  différents  points. 

Nous  étudierons  plus  loin  ces  déformations  infiniment  petites. 
Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à  étabhr  quelques  relations 
très  simples  qu'itnpose  aux  réactions  intérieures  la  condition 
de  continuité. 

Nous  commencerons  par  définir  les  tensions  en  un  point,  en 
supposant  d'abord  le  solide  au  repos. 

Imaginons  un  plan  de  section  P  séparant  le  solide  considéré  en 
deux  parties  A  et  B  :  les  points  de  la  portion  A,  infiniment  voi- 
sins du  plan  P,  agiront  sur  les  points  de  la  portion  B,  infini- 
ment voisins  de  ce  même  plan,  et  en  recevront,  d'après  le  prin^ 
cipe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  des  réactions 
égales  et  opposées  à  leurs  actions  propres. 

Considérons  parmi  les  résultantes  affectant  les  différents  points 


T 


Ï 


436 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


?N 


S» 


de  la  portion  B  et  émanant  des  points  de  A  celles  qui  traversent 
un  élément  très  petit  co  du  plan  P,  pris  autour  d'un  point  m.  Ces 

différentes  forces  qui,  à 
cause  de-  la  continuité^ 
doivent  avoir  des  direc- 
tions infiniment  peu  dif- 
férentes,  pourront  être 
remplacées  par  une  ré- 
sultante unique  £  appli- 
quée en  un  point  de  u. 
Cette  résultante  est  U 
tension  élémentaire  re- 
lative à  Télément  ci>.  On 

admet,  par  raison  de  continuité  également,  que  le  quotient  - 

tend,  lorsque  (i>  est  infiniment  petit,  vers  une  limite  finie,  indé- 
pendante de  la  forme  de  la  surface  co,  et  c'est  cette  limite  qu'on 
appelle  la  tension  au  point  m  pour  la  direction  de  plan  P. 

La  tension  est  une  traction  ou  une  pression  selon  qu  elle  est 
dirigée  vers  la  portion  de  surface  d'où  elle  émane  ou  en  sens 
inverse. 

Son  signe,  quel  qu'il  soit  d'ailleurs,  doit  être  évidemment 
changé  si,  au  lieu  de  considérer  les  actions  de  la  portion  A  du 
solide  sur  la  portion  B,  on  considère. inversement  les  actions  de' 
cette  dernière  portion  sur  la  première.  On  tiendra  compte  de  et 
changement  de  signe  en  définissant  la  tension  E  au  moyen  de» 
cosinus  a,^,Y  Q^^  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^s  la  normale  au  plan  P, 
dirigée  vers  la  portion  du  solide  qui  supporte  la  tension  consi- 
dérée. 

D'après  ce  qui  précède,  la  tension  en  un  point  m,  pour  un  état 
donné  du  solide,  doit  être  fonction  de  six  variables  :  les  coordon- 
nées a?,  y,  5  du  point  m  et  les  cosinus  a,  g,  y  des  angles  précéden)- 
ment  définis.  Nous  établirons  actuellement  les  relations  qui 
font  voir  comment  la  tension  varie  autour  d'un  même  point 
avec  a,  P,  y>  c'est-à-dire  avec  la  direction  du  plan  sur  lequel 
elle  s*exerce. 


h 
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*  tus.  Equilibre  du  tétraèdre  élémentaire  s 
pression  de  la  tension  en  un  point  sur  une  direction 
de  plan  donnée.  —  Considérons  au  point  m  un  tétraèdre 
élémentaire    m  abc   formé   par 
trois  plans  coordonnés  rectan- 
gulaires et  un  plan  abc  paral- 
lèle au  plan  P   précédemment 
considéré,  dont  la  direction  se 
trouve  définie  par  les  cosinus  a, 
0,Y  ^^^  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  normale  mp  au  plan  P 
dirigée  de  l'origine  m  vers  le 
planafrc. 

Soient  co  la  surface  du  triangle  aftc,  w,,  lù^,  w,  les  surfaces  des 
triangles  mbCy  mca,  mab. 

On  a  : 


<i) 


(1)}  =  p  Cl), 


Le  plan  abc  étant  parallèle  au  plan  P  et  infiniment  voisin  de 
ce  plan,  la  tension  sur  la  face  abc  du  tétraèdre  ne  diffère  de  celle 
qui  s'exerce  en  m  sur  le  plan  P  dans  le  môme  sens  que  par  des 
infiniment  petits  négligeables.  Désignons  par  X,  Y,-Z  les  compo- 
santes de  cette  tension  E,  correspondant  à. la  direction  mp. 
Désignons  de  même  par  X,,  Y„  Z,,  par  X^,  Y^,  Z^,  enfin  par 
X,,  Y„  Z,les  composantes  des  tensions  respectives  qui  s'exercent 
sur  les  plans  ZmY,  XmZ,  YmX  et  sur  la  portion  du  solide  située 
du  même  côté  que  les  axes  perpendiculaires  à  ces  plans. 

L'équilibre  du  tétraèdre  existe  sous  l'action  : 

1®  Des  forces  qui  agissent  sur  ses  faces  et  qui  sont  égales 
aux  tensions  correspondantes,  appliquées  vers  l'intérieur  du 
tétraèdre,  multipliées  par  les  grandeurs  des  faces  :  ce  sont  donc 
des  quantités  du  deuxième  ordre  ; 

2®  Des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  les  points  matériels 
situés  à  l'intérieur  du  tétraèdre.  Mais,  à  cause  de  la  continuité, 
ces  forces  sensiblement  parallèles  entre  elles  sont  réductibles  à 
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une  force  unique  égale  à  leur  somme  et  applicable  en  un  point 
du  tétraèdre.  D'ailleurs,  cette  résultante  est  évidemment  propor- 
tionnelle à  la  masse  du  tétraèdre,  c'est-à-dire  à  son  volume  V 
multiplié  par  la  densité  moyenne  p  du  solide  aux  environs  du 
point  m  :  c'est  donc  une  quantité  du  troisième  ordre,  comme  le 
volume  Y  lui-même,  et  on  peut  la  négliger  sans  inconvénient  à 
côté  des  forces  précédentes. 

Gela  posé,  les  équations  des  composantes,  en  projection  sur 
les  trois  axes,  donnent  : 

co  X  =  Ci>j  Xx  +  ti)j  Xy  +  ei)j  X,, 

w  Y  =  u),  Y,  +  ««>j  Yy  +  (o,  Yg, 

O)   Z    =   COj    Zx    +    0)j    Zy     +    <0j     Zg, 

c'est-à-dire  à  cause  des  relations  (1)  : 


(2) 


X=aX.  +  pX,+TX.. 
Y  =  aY,4  PYv  +  tY„ 
Z  =  a  ZjB  +  P  Zy  +  Y  Zg. 


Les  composantes  de  la  tension,  suivant  la  direction  définie  par 
les  cosinus  a,  ^,  y,  se  trouvent  déterminées  par  ces  formules  eu 
fonction  de  a,  p,  y  et  de  neuf  constantes  qui  dépendent  des  ten- 
sions sur  les  plans  coordonnés. 

Nous  allons  faire  voir  actuellement  que  ces  neuf  constantes 
sont  liées  entre  elles  par  des  relations  qui  permettent  de  réduire 
à  six  leur  nombre. 


•  21*7.  Ikfuilibre  du  paralléllplpèdie  élémentaire. 
^  Relatioos  eotre  len  tenfilons  sur  trois  plans  reetan* 

Sulaires*  —  Équations  diffé- 
rentielles auii:«iuelles  ees  teii 
Nions  doivent  satisftdre.  - 
jf  Considérons  actuellement  un  paral- 
lélipipède  rectangle  de  côtés  égaux 
à  dœ,  dy,  dz,  ayant  ses  faces  paral- 
lèles aux  plans  coordonnés  et  Sun 
centre  au  point  m. 
Les  tensions  sur  les  faces  de  ce  parallélipipède  sont  faciles 
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à  évaluer  en  fonction  de  celles  sur  les  plans  coordonnés,  dont 
nous  avons  désigné  précédemment  par 

les  neuf  composantes. 

Ainsi,  sur  les  deux  faces  parallèles  à  YmZ  par  exemple,  les 
tensions  appliquées  à  la  portion  du  solide  située  du  côté  des 
coordonnées  positives  auront  des  composantes  respectivement 
égales  à 

+[«-(S)f}+['-(^)f]-+[Mt)f} 

et  les  deux  faces  en  question  seront  soumises  à  des  forces  résul- 
tantes qu'on  pourra  supposer  appliquées  à  leurs  centres  de  figure 
^Q  et  œ^  et  qui  seront  égales  aux  tensions  correspondantes,  affec- 
tées de  signes  convenables  et  multipliées  par  la  surface  dy.dz 
de  ces  faces. 

Les  tensions  s'exercant  sur  les  autres  faces  du  parallélipipède 
donneront  des  résultats  analogues. 

Enfin,  les  forces  extérieures  agissant  sur  les  points  situés  à 
Tin  té  rieur  du  parallélipipède  pourront  se  réduire,  comme  dans  le 
cas  du  tétraèdre,  à  une  résultante  unique  appliquée  au  point  m 
et  dont  les  composantes  suivant  les  axes  seront  de  la  forme  : 

p  dx  dy  dz  \q  p  dx  dy  dz  Yo  p  dx  dy  dz  Zq, 

^0»  Y^,,  Zç  représentant  des  quantités  finies. 

Gela  posé,  Téquilibre  du  parallélipipède  nécessite  d'abord  les 
trois  équations  : 


dXx  ,  dX,      dJL'-uoY  —h 


(3; 


dYx       d\y 
dx         dy 


dz 


+  pYo  =  0, 


^,       dZy       dZ. 


-  ■     .-  »     1——  m^*  --^  ■»  -  -  ■*    » —    "■ —  ç "^  -  — • — =a 
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exprimant  que  la  somme  des  composantes  des  forces  extérieures, 
suivant  chacun  des  trois  axes,  est  nulle. 

Ecrivons  actuellement  les  équations  des  moments  relatives  aux 
trois  mêmes  axes.  Les  variations  différentielles  des  tensions  dis- 
paraîtront de  ces  équations  comme  négligeables  à  côté  des  ten- 
sions elles-mêmes  dont  les  moments  subsistent,  et  Ton  est  con- 
duit —  pour  Taxe  des  x  par  exemple  —  à  la  relation 


(Y,  dx  dy)  dz  —  (Z^  dx  dz)  dy  =  0, 


c'est-à-dire  : 


(4) 


Ij    Ly 


Les  deux  relations  analogues 


(4) 


Lx  —  X, 
X,  =  Y. 


sbiit  fournies  par  les  deux  autres  axes. 

Ces  trois  dernières  relations,  en  réduisant  à  six  le  nombre  des 
composantes  distinctes,  conduisent  à  adopter  une  notation  nou- 
velle. 

On  désigne  par  N,,  N,,  N,  les  trois  composantes  des  tensions 
normales  aux  plans  coordonnés  sur  lesquels  elles  s'exercent,  et 
par  T^,  T,,  T,  les  trois  composantes  tangentielles  distinctes  de 
ces  mêmes  tensions. 

On  a  donc  : 


N,=Xa 


et 


N,  =  Y, 


N,  =  Z, 


T|    Y,    Zy, 

I3  ^  Ay  ^   la. 

On  voit  que,  d  après   ces  notations,  une  composante  N  est 
parallèle  à  mX,  m  Y  ou  mZ,  suivant  qu'elle  porte  Imdice  1,  2 
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OU  3,  et  qu'au  contraire  pour  le  même  indice  la  composante  T 
est  perpendiculaire  à  Taxe  correspondant. 

Par  l'introduction  de  ces  notations,  les  équations  (3)  devien- 
nent : 

(Z')  dT,  ,   ^N,       dT| 

et  les  équations  (2)  du  paragraphe  précédent  s'écrivent  : 

X  =  aNj  +  pT,  +  TT,, 

<2')  Y  =  «T,  +  pN,+  TTn 

Z  =  «T,  +  pT,+TN,. 

*  21s.  Composante  normale  de  la  tension  t  «nr- 
faee  directrice.  —  Ces  dernières  expressions  permettent 
d'évaluer  facilement  la  projection  de  la  tension  E  (X,  Y,  Z)  rela- 
tive au  plan  P  (a,P,Y)  sur  la  normale  à  un  plan  P'  (a',p',Y')« 
Cette  projection  est  évidemment  égale  à  : 

X.'  +  YP'  +  Zt', 
c'est-à-dire  à  : 

La  symétrie  de  cette  expression  par  rapport  aux  lettres  a,P,Y 
^t  *'»?>/  fournit  une  remarque  intéressante.  Elle  prouve  que 
la  projection  de  la  tension  relative  à  un  plan  donné  sv/r  la  per^ 
pendiculaire  à  un  second  plan  est  égale  à  la  projection  de  la 
tension  relative  au  second  plan  sur  la  perpendiculaire  au 
premier.  Les  équations  (4)  du  paragraphe  précédent  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  de  ce  théorème  général. 

Appliquons  l'expression  (5)  au  cas  où  le  plan  P'  coïncide  avec 


f  — .^ 


^■'•VT'-  7 
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le  plan  P  :  elle  donne,  dans  ce  cas,  la  composante  N  de  la  ten- 
sion E  suivant  la  normale  au  plan  P  sur  lequel  elle  s'exerce,  et 
Ton  a  : 


(6) 


N  =  Nja«  +  Njp'  +  N,T«  +  2T,PT  +  2TjT«  +  2T,«?. 


Il  est  facile  de  traduire  cette  formule  par  une  image  géomé- 
trique. Pour  cela,  portons  sur  la 
normale  au  plan  P  une  longueur 
mn  ou  l  telle  que  : 


=\/à- 


Les  coordonnées  Ç,  tj,  Ç  du  point  n 
seront  liées  par  la  relation  : 


<7) 


(S)  l=NiP+N,Tj«  +  N,?  +  2TiT)Ç  +  2T,«  +  2T,Çv 


Le  lieu  du  point  n  sera  donc  une  surface  du  second  degré 
rapportée  à  son  centre. 

Cette  surface  (S)  qui  est  dite  surface  directrice^  peut  être  un 
ellipsoïde  ou  un  système  de  deux  hyperboloïdes  conjugués  (le 
signe  ±  devant  N  permettant  de  rendre  l  toujours  réel). 

Dans  ce  dernier  cas,  la  tension  normale  est  positive  pour  tous 
les  plans  qui  correspondent  à  Tun  des  hyperboloïdes  ;  elle  est  néga- 
tive pour  les  autres  ;  il  y  a  pression  pour  les  premiers  plans  et 
traction  pour  les  seconds  ;  les  plans  perpendiculaires  aux  géné- 
ratrices du  cône  asymptote  donnent  une  tension  normale 
nulle. 

Si  Ton  suppose  que  les  axes  coordonnés  coïncident  avec  les^ 
axes  de  la  surface  directrice,  les  termes  enTjï,  ÇÇ,  et  Çri  devant  dis- 
paraître de  Téquation  (7),  les  tensions  T^,  T^,  T,  seront  nulles 
pour  ces  nouveaux  axes.  Ainsi,  il  existe  en  chaque  point  m  du 
solide  trois  directions  de  plans  rectangulaires  entre  eux  qui  sont 


1  J  ■  i-^- 
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soumis  à  des  tensions  normales.  Ces  tensions  normales  sont 
d'ailleurs  des  maxima  ou  minima  :  elles  sont  dites  tensions 
principales  au  point  considéré. 


*  210.  Klltpsoïde  des  tensions. 

direction  même  de  chaque  tension  E  une 
longueur  mE  égale  à  cette  tension,  on 
forme  un  nouveau  lieu  qui  est  toujours  un 
ellipsoïde. 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier, 
que  les  axes  coïncident  avec  les  directions 
des  tensions  principales  :  les  formules  (2') 
deviennent  : 

X  =  «N„ 

Y  =  PN.., 


En  portant  dans  la 


Mais  X,  Y,  Z  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  E^ 
et  comme 


«•+P«  +  T*  =  i, 


on  en  conclut 


(8) 


(ly-ay+d-.)'-' 


équation  qui  représente  bien  un  ellipsoïde;  cet  ellipsoïde  a  pour 
axes,  en   grandeurs  et  en  directions,  les  tensions  principales 

N    N   N 


•  220.  Cas  d^un  solide  en  mouvement  t  introduc* 
tion  des  forces  d'Inertie.  --  Le  principe  de  d*  Alembert  permet 
l'extension  immédiate  des  résultats  précédents  au  cas  du  mou- 
vement. Les  équations  (3')  doivent  être  simplement  modifiées  par 
l'addition  des  forces  d'inertie.  Les  composantes  X^^,  Y^,  Z^  de 
Taccélération  due  à  l'action  des  forces  extérieures  se  trouvent 
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alors  remplacées  par 

^^""  d?' 

La  loi  de  distributioa  des  tensions  autour  du  point  m  ne  subit 
d'ailleurs  aucune  modification. 

B.  ÉTUDE  DES  DÉFORMATIONS 

«221.  Déformattons  infiniment  peitteci  antour 
•d'un  point  t  rotations  et  déforniations  élémentaires  t 
axes  de  déformation.  —  Les  tensions  qui  se  développent  à 
Tintérieur  d'un  solide  sont  dues  nécessairement,  comme  nous 
l'avons  fait  observer  déjà,  à  des  variations  dans  les  distances 
respectives  des  points,  c'est-à-dire  à  une  déformation  infinité- 
^male  du  solide.  Cette  déformation  obéit,  comme  les  tensions 
elles-mêmes,  à  la  loi  de  continuité.  Il  en  résulte  entre  les  dépla- 
<5ements  des  points  les  uns  par  rapport  aux  autres  des  relations 
très  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'établir  entre  les  forces 
que  ces  déplacements  produisent. 

Considérons  avant  la  déformation  un  point  m  (d?,  y,  s)  île 
situation  déterminée   à   l'intérieur   du   solide,   et  un  point  n 

(a?+A,  y+ft,  z-f-Z)  infiniment  voi- 
sin  du   précédent,  mais  auquel 
nous  attribuerons  diflférentes  si- 
tuations autour  du  point  m,  en 
faisant  varier  les  accroissements 
__      A,  A  et  Z  des  coordonnées. 
^         Imaginons  trois  axes  rectangu- 
laires m  (Xj,Yj,Z,)  menés  par  m 
T  parallèlement  aux  axes  coordon- 

nés fixes,    et    mobiles   avec  le  point  m  :  les  coordonnées  du 
point  n  seront  A,  A,  Z,  par  rapport  à  ces  axes  mobiles. 


•Â'' 


f»' 


.f  '. 
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Soient  actuellement  u^  v,  w  les  variations  subies  par  les  coor- 
données du  point  m  au  bout  du  temps  infiniment  petit  pendant 
lequel  la  déformation  que  nous  étudions  va  se  produire.  Les 
accroissements  analogues  pour  le  point  n  seront  : 


du  ,      du  ,   .    du  , 

w4.Ë:^h4.—k4.—l 


et  les  coordonnées  du  point  n  relativement  aux  axes  mobiles 
deviendront  : 

dx  dy  dz 


{*) 


dx  dy  dz 


La  forme  linéaire  de  ces  équations  montre  d'abord  que  si  l'on 
considère  tous  les  points  tels  que  n  appartenant  à  une  surface 
du  p*"*  degré,  rapportée  aux  axes  mobiles  m  (X^,  Y,,  ZJ,  ces  points, 
après  la  déformation,  appartiendront  encore  à  une  surface  du 
même  degré.  Par  exemple,  une  surface  plane  infiniment  petite 
prise  au  voisinage  de  m  reste  une  surface  plane,  et  Ton  peut 
même  observer  que  des  surfaces  planes  parallèles  restent  parai-* 
lèles. 

On  remarquera  encore  que  les  variations  de  h^k,l  dépendent 
de  A,A,i,  c'est-à-dii'e  de  la  position  du  point  n  et  de  neuf  coefR- 


f)  On  doit  remarquer  que  u,  v,  -w  étant  supposés  du  premier  ordre,  c'est- 
à-dire  du  même  ordre  que  h,  h^  {,  les  différentielles  du,  du,  dw  sont  du 
deuxième  ordre  de  petitesse  et  qu'il  en  est  de  même  par  conséquent  des 
accroissements  (h!  —  /i),  (h'  —  h),  (V  —  /)  de  h,  fe  et  /  que  fournissent  les 
équations  (1).        '         . 
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du    du   du   dv  .         .     ■» 

cients  infiniment  petits, --, -7-, -r?  T"-«   V^^   sont   des  cons- 

^  dx    dy   dz    dx 

tantes  relatives  au  point  m  à  Tinstant  considéré. 

A  la  place  de  ces  coefficients,  nous  introduirons  neuf  constantes 

infinitésimales  nouvelles  définies  par  les  relations  suivantes  : 

du  dv  dw 


«1  =  :?- 

*       dx 

'''  =  5-y 

(h 

-"dT 

dw  .  dv 
^'^-dy+dz 

du  ,  dw 

dv      du 
'      dx      dy 

dw      dv 
^^'-dy      dz 

^          du      dw 
^^*-dz       dx 

dv      du 

Les  équations  (1),  où  l'on  porte  ces  nouveaux  coeflBcients, 
deviennent  : 

h'  =  /i  +  (p,  z  — Ps  ^)  +  («1  h  +  b^h  +  b^l), 

<!')  fe'  =  ft  +  (p,  h  —  Pi  O  +  («2  'i  +  bj  Z  +  6,  /i), 

V  =zl  +  (Pi  ft  —  p,  h).4- (a3  i  +b^h'^b,k}, 

et  sous  cette  forme  elles  montrent  que  le  déplacement  du  point  n, 
relativement  au  point  m,  peut  être  considéré  comme  la  somme 
de  deux  déplacements  distincts. 

Le  premier  est  une  rotation,  c'est-à-dire  un  déplacement 
d'ensemble  ne  modifiant  pas  les  distances  des  points  entre  eux 
et  n'amenant  par  conséquent  aucune  variation  dans  les  forces 
intérieures.  Les  coefficients  jo,,p,,p„  qui  représentent  les  comp<:»- 
santes  de  cette  rotation  suivant  les  axes,  sont  dits  rotations  élé- 
mentaires :  leur  effet  se  traduit  par  les  termes 

» 

(2)  (P%l  —  P%h)  (Pzh—p^l)  (Pi^— Pf/i) 

<lans  les  variations  des  coordonnées  A,  A;,  l  (*). 


(*)  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  si  u,  v,  w,  qui  sont  fonctions  de 
.X,  y,  z,  étaient  les  dérivées  d'une  même  fonction  <p  de  x,  y,  z  par  rapport  i 
ces  trois  lettres,  la  rotation  serait  nécessairement  nulle.  En  effet,  on  aurait 
par  exemple  : 

dw      dv        d*9  d'o    __ 

dy      dl  ^  dzdy  ""  dydz  ~" 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE  447 

Le  second  est  une  déformation  définie  par  les  six  coefficients 
^u^u^sj  ^i>*t>*»?  9^^  reçoivent  le  nom  de  déformations  élé- 
mentaires  et  produisent  dans  les  valeurs  de  A,  k,  l  les  varia- 
tions 

a^h  +  b^k  +  b^l, 

(3)  a,  fe  +  b^  Z  +  5,  /i, 

a,  Z  +  b^h  +  b^k. 

Nous  désignerons  ces  variations  par  ÎA,  8A:,  il,  en  appliquant 
la  lettre  8,  comme  nous  le  ferons  généralement  dans  la  suite,  à  la 
représentation  des  variations  produites  par  la  déformation  dans 
les  grandeurs  considérées. 

Les  modifications  que  subissent  les  tensions  au  point  m  sont 
dues  uniquement  aux  déformations  élémentaires. 

Cherchons  à  nous  rendre  compte  de  la  manière  dont  varie  la 
déformation  autour  du  point  m. 

Pour  cela,  considérons  la  série  des  surfaces  homothétiques  du 
second  degré  : 

(2)  ajX«  +  a^y*  +  a,2«  +  2biy^  +  26,  zx  +  ib^œy  =  K 

rapportées  aux  axes  m  (XpY^,Zj).  Le  paramètre  arbitraire  K 
permet  de  faire  passer  une  de  ces  surfaces  par  un  point  n  (A,/c,Z), 
en  attribuant  une  certaine  valeur  K^  à  ce  paramètre.  Le  plan 
tangent  au  point  n  à  la  surface  (2J  ainsi  déterminée  aura  pour 
équation  : 

(Oj  h  +  5,  ft  +  b  j  I)  X  +  (a,  fe  +  5i  Z  +  63  h)  y  +  (a,  f  +  6,  h  +  6i  fe)  ^  =  K„, 
c'est-à-dire,  à  cause  des  expressions  (3), 

(4)  (8/i)x+(8ft)y+(8Z)z=Kn. 

On  voit  donc  que  le  déplacement  du  point  n  dû  à  la  déforma- 


-i«-      -  -  » 


•-•  Wiî^TÎVfïïW 
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tion  est  perpendiculaire  à  ce  plan  tangent  et  s'effectue  consé- 
quemment  suivant  la  normale  à  la  surface  (S^). 

Quant  à  la  grandeur  nn'  dé  ce  déplacement,  elle  est  évidem- 
ment égale  à  : 

Or,  si  Ton  abaisse  du  centre  m 
la  perpendiculaire  mp  sur  le 
plan  tangent  en  n,  on  a  : 


R. 


mp  = 


=  ^, 


\/{8/i)«  +  (8fe)*  +  {80"      a«' 


d'où  : 


(5) 


— >  _  Kn^  _ ai/i*  +  qtfe*+q»f'  +  2b,fef  +2b,Z/t+2b,hfe 


mp 


mp 


Ces  relations  géométriques  permettent  de  se  rendre  bien 
compte  de  la  manière  dont  la  déformation  agit  sur  le  solide 
autour  du  point  m.  On  voit  notamment  qu'il  existe  une  symétrie 
dans  les  déformations  par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires 
qui  sont  les  plans  principaux  des  surfaces  (2).  Les  axes  communs 
à  ces  surfaces  sont  dits  axes  de  déformation  au  point  m. 


•  atiîd.  Dilatation  linéaire.  —  On  appelle  dilatation 
linéaire  en  un  point  m,  suivant  une  direction  mn,  le  rapport  de 

l'allongement  d'une  longueur  infinitésimale  mn  ou  r,  prise  sur 
cette  direction  à  sa  grandeur  primitive  :  's'il  y  a  eontractimy 
c'est-à-dire  diminution  de  longueur,  la  dilatation  est  négative  : 
c'est,  en  tous  cas,  une  grandeur  infiniment  petite. 

Il  est  facile  de  déduire  des  résultats  précédents  la  valeur  de 
la  dilatation  linéaire  suivant  les  différentes  directions  qu'on  peut 
considérer  autour  d'un  point  m. 
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En  effet,  si  l'on  décrit  du  point  m  comme  centre,  dans  le  plan 
mpn,  l'arc  de  cercle  n'k  que  l'on  peut  con- 
fondre avec  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Tk  sur  «xn,  on  a,  en  désignant  par  ç  les 
angles  égaux  knn',  nmp,  et  tenant  compte 
de  la  valeur  de  nn'  : 


—z      .         — ;  K.coso      K, 

mp  '■ 

et  en  désignant  par  a  la  dilatation  linéaire  suivant  mn  : 


Représentons  par  a,|S,Y,  comme  au  chapitre  précédent,  les 
cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  mn  avec  les  axes,  et  la 
formule  précédente  s'écrira  : 

(fl)  a  =  a,  a'  +  a,P*  +  a,r'  +  2 i-i Pt  +  2 (>,t«  +  aî»,«p. 

On  voit  ainsi  que  les  coefficients  a^,a^,a^  représentent  précisé- 
ment les  valeurs  de  la  dilatation  suivant  les  axes  TnX,,TnY,,mZ,. 

*  2iS3.  Dilatation  angiulatre.  —  On  appelle  dilatation 
angulaire  pour  deux  directions  mn,  m.n^  la  variation  subie  par 
l'angle  nm»,  par  l'effet  de  la  déformation. 

L'expression  générale  de  la  dilatation  angulaire  est  facile  à 
obtenir  au  moyen  des  relations  précédentes,  mais  elle  est  assez 
compliquée. 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer  que  cette  dilatation  est 
nulle  pour  les  axes  de  déformation  pris  deux  &  deux.  En  effet,  les 
points  situés  sur  ces  axes  se  déplacent,  suivant  ces  axes  eux- 


Ainsi,  il  existe  en  chaque  point  du  solide  déformé  trois  direc- 
tions rectangulaires  qui  restent  rectangulaires  après  la  défoT' 
•mation. 


'  iip^w,  i^^R«3 
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:  if  2241.  Surface  des  dllatatlonfii  i  dilatations  prin- 
cipales. — -  Si  Ton  porte  sur  chaque  direction  à  partir  du  point 
m  une  longueur  égale  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  de  la  valeur 
absolue  de  la  dilatation  linéaire,  suivant  cette  direction,  divisée 
par  une  constante  arbitraire  infiniment  petite  K,  les  coordonnées 
des  points  ainsi  obtenus  seront 


Ç  = 


V*°K 


1  = 


P 


V^i 


ç  = 


V-i 


et  leur  lieu  géométrique  formera  la  surface 


(7) 


K  =  a,P  +  a,Tî«  +  a,Ç«  +  2  h^ri^-h  2  b,CE  +  2  5,Ç»i, 


dont  l'équation  s'obtient  en  portant  dans  l'équation  (6)  les  valeurs 
de  a,  g,  Y  déduites  des  relations  précédentes. 

Cette  surface  représentative  est  dite  surface  des  dilatations  : 
elle  est  du  second  degré  et  appartient,  on  le  voit,  à  la  série  des 
surfaces  (S). 

S'il  y  a  dilatation  ou  contraction  dans  tous  les  sens  autour  du 
point  m,  la  surface  des  dilatations  est  un  ellipsoïde. 

S'il  y  a  dilatation  dans  certaines  directions  et  contraction 
dans  d'autres,  on  a  un  système  d'hyperboloïdes  conjugués  :  le 
cune  asymptote  commun  à  ces  deux  surfaces  est  le  lieu  des 
directions  qui  ne  subissent  ni  contraction  ni  allongement. 

Enfin,  les  dilatations  maxima  et  minima  ont  lieu  suivant  les 
axes  de  la  surface  de  dilatation,  qui  ne  sont  autres  que  les  axes 
de  déformation  au  point  m.  Ces  dilatations  aj,a„a,  sont  dites 
dilatations  principales. 

,  -k  225.  Dilatation  cubique.  —  On  appelle  dilatation  cu- 
bique au  point  m  le  rapport  6  de  l'accroissement  d'un  volume 
infiniment  petit  pris  autour  du  point  m  à  la  grandeur  primitive 
de  ce  volume.  On  admet  que  ce  rapport  est  indépendant  de  la 
manière  dont  le  volume  infiniment  petit  que  l'on  considère  se 
trouve  déterminé. 
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Considérons,  en  particulier,  un  parallélipipède  rectangle  infini- 
tésimal mhkl  construit  sur  les  axes 
<\e  déformation  :  d'après  une  obser- 
vation que  nous  avons  faite  (§221], 
les  faces  planes  de  ce  parallélipipède 
seront  encore,  après  la  déformation, 
planes  et  parallèles;  de  plus,  les 
arêtes  du  trièdre  m  (A,/c,Z)  coïncidant 
avec  les  axes  de  déformation,  reste- 
ront rectangulaires  :  le  parallélipi- 
pède   restera    donc   parallélipipède 

rectangle,  et  son  volume  qui  était  primitivement,  en  désignant 
par  /f,/c,  l  ses  côtés, 


deviendra  après  la  déformation 

V  +  6V  =  h.fe.i  (l  +  a,)  (1  +  a,)  (1  +  a,). 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur, 

8V  =  /iW  (aj  +  a,  +  a,), 
c'est-à-dire 

6  =  ai  -f-  flg  +  a,. 

On  remarquera  que  dans  la  surface  des  dilatations  la  somme 
des  coefficients 

«1  +  «2  4-  a« 


est  un  invarianty  c'est-à-dire  qu'elle  conserve  la  même  valeur 
lorsqu'on  change  les  coordonnées  ;  elle  est  donc  égale  en  parti- 
culier à  a, +  a,4-^j>  c'est-à-dire  à  0. 

Ainsi   la  dilatation  cubique   est  la  somme    des   dilatations 
linéaires  suivant  trois  directions  rectangulaires  quelconques. 
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C.   RELATIONS  ENTRE  LES  DÉFORMATIONS  D'UN  SOLIDE  EN  I.TX 

DE  SES  POINTS  ET  LES  VARIATIONS  QUE  SUBISSENT 

LES  TENSIONS  EN  CE  POINT 

*  236.  Forme  générale  des  relations  cherchée*.  — 

Étaat  admis,  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  que  l'action 
qui  s'exerce  entre  deux  points  d'un  solide  est  fonction  de  la 
distance  qui  les  sépare,  mais  devient  insensible  dès  que  cette 
distance  atteint  une  valeur  appréciable,  on  conçoit  que  les 
tensions  en  un  point  doivent  dépendre  exclusivement  des  défor- 
mations qui  se  produisent  autour  de  ce  point,  c'est-à-dire,  d'après 
l'étude  précédente,  des  coefficients  o,,  a,,  o,;  é,,  ft,,  6,  qui  carac- 
térisent cette  déformation. 

Si  l'on  suppose  un  état  initial  dit  état  naturel  pour  lequel  toittts 
les  tensions  seraient  nulles,  ces  tensions,  après  une  déformation 
quelconque,  seront  des  fonctions  des  a  et  des  i  qui  devront 
s'annuler  avec  ces  lettres  et  qui  se  réduiront  par  conséquent  à 
des  expressions  de  la  forme  : 

[I)  A.a,  -J- A,o,+  A,a,  +  B,b|  +  B,6,-l-B,6,. 

puisque  les  a  et  les  b  étant  infiniment  petits,  leurs  ''puissances 
supérieures  peuvent  être  négligées.  Les  coefficients  A,  et  B  sont 
des  constantes  dont  les  valeurs  dépendent  de  la  position  du  poini 
considéré  et  de  la  direction  du  plan  sur  lequel  la  tension 
s'exerce. 

En  particulier,  les  six  composantes  N,,N„N,;  T,,T,,T,,  que 
nous  avons  définies  dans  l'étude  des  tensions,  doivent  dépemirf 
(les  o  et  des  b  par  des  expressions  de  la  forme  (1). 

*  StiTt.  Cas  de«  solides  Inotfropes  i  réduction  dex 
expressions  des  N  et  des  T.  —  Ces  expressions  se  simplifient 
considérablement  dans  le  cas  particulier  où  te  solide  est  isotrope- 
c'est-à-dire  quand  sa  constitution,  au  voisinage  de  l'un  quel- 


^c^*. 


^v^ 


T^ 


TTzr. 


<«) 


Ap  A,  et  /i,  représentant  des  coefficients  constants. 


(*)  Cette  définition  de  l'isotropie  devra  être  complétée  lorsqu'on  introduira 
dans  l'élude  des  systèmes  matériels  les  notions  d'atomes  et  de  molécules. 
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conque  de  ses  points,  est,  avant  la  déformation,  identiquement 
la  même  dans  toutes  les  directions  possibles  ("*). 

Réduction  des  T.  —  Dans  ceg\  conditions,  en  effet,  si  Ton  mène 
par  un  point  m  trois  axes  rectangulaires  m  (X,,  Y,,Z,)  et  si  Ton 
suppose  que  le  solide  soit  soumis,  à  partir  de  Tétat  naturel,  à 
une  déformation  particulière  pour  laquelle  6^,  6,  et  ft,  soient  nuls, 
les  surfaces  S  (§  22£1)  auront  pour  axes  de  figure  les  axes  coor- 
donnés, et  par  suite  les  déformations  seront  symétriques  par 
rapport  à  ces  axes.  Mais  alors,  les  tensions  devant  satisfaire 
évidemment  à  la  même  condition  de  symétrie,  la  surface  direc- 
trice de  ces  tensions  (S  218)  se  trouvera,  elle  aussi,  rapportée 
à  ses  axes  de  figure  et  les  valeurs  de  T^,  T,,T,  seront  nécessai- 
rement nulles.  Par  conséquent,  ces  valeurs  qui  doivent  s'annuler 
avec  6p  6„  &,,  quels  que  soient  û^|,ût„a„  ne  peuvent  renfermer 
dans  leurs  expressions  que  les  trois  premières  de  ces  lettres. 

Si  Ton  suppose  actuellement  que  ft,  et  6,  soient  seuls  égaux  à 
zéro,  la  surface  S  aura  mZ,  pour  axe  et  X^mY,  pour  plan  de 
symétrie  :  les  déformations,  et  par  suite  les  tensions,  seront 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  La  surface  directrice  des 
tensions  ayant  alors  mZj  pour  axe,  T,  et  T,  seront  nécessaire- 
ment nuls,  ce  qui  prouve  que  ces  deux  tensions  ne  dépendent 
pas  de  &,. 

On  démontrerait  de  même,  en  partant  de  l'hypothèse  b^=b^  =  0, 
que  les  valeurs  de  T,  et  T,  ne  renferment  pas  6,  :  donc 
enfin,  la  tension  T^  ne  renferme  que  ft,  dans  son  expression  et, 
par  analogie,  T,  et  T,  ne  doivent  renfermer  respectivement  que 
b^  et  6,.  On  a  donc  simplement  : 
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Mais  si,  partant  d'une  déformation  quelconque,  on  en  ima^ne 
une  autre,  obtenue  en  permutant  circulairement  les  a  et  les  b  de 
la  première,  à  cause  de  Tisotropie  du  solide,  les  tensions  nou- 
velles devront  être  égales  aux  tensions  primitives  permutées  de 
la  même  manière.  Ainsi,  en  particulier,  la  tension  nouvelle  T, 
relative  à  Taxe  mY^  et  égale  d'après  les  formules  (2)  à  fc,6j, devra 
reproduire  la  tension  T^  égale  à  A,  b^  de  la  déformation  primi- 
tive. Donc,  /Cj  doit  être  égal  à  A;,,  et  en  général  les  trois  coeffi- 
cients /Cj,  A,,  Aj  doivent  être  égaux  entre  eux.  En  désignant  par 
2iJL  leur  valeur  commune,  les  expressions  de  T,,  T„  T,  de- 
viennent 


(3) 


T3  =  2ii5,. 


Réduction  des  N.  —  L'observation  que  nous  venons  de  faire 
sur  la  permutation  circulaire  des  a  et  des  b  s'applique  évidemment 
aussi  aux  expressions  des  tensions  normales  N.  Mais,  en  outre, 
ces  expressions  doivent  être  indépendantes  des  b. 

Supposons,  en  effet,   i^  =  &j  =  0  et  ft,  ^0.  Les  surfaces  I. 

ainsi  que  la    surface  directrice  des  tensions  et  l'ellipsoïde  des 

tensions  devront  être  symétriques 
par  rapport  au  plan  X,mYj,  uil 
en  d'autres  termes,  avoir  wZ, 
pour  axe.  Mais  alors,  si  Ton 
change  le  signe  de  &,,  la  surface  l 
se  transforme  en  une  surface  nou- 
velle symétrique  de  la  première  par 
rapport  aux  plans  Z^  mX^,  Z,  mY^ 
et  comme  la  surface  directrice  des 
tensions  (S)  doit  subir  évidem- 
ment une  transformation  ana- 
logue, les  valeurs  de  N,,N,  etXj 
dépendant  des  demi-diamètres  de 
la  surface  (S)  dirigés  suivant  les 

axes  coordonnés,  ne  doivent  pas  se  trouver  modifiées.  Donc, 


I 
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les  expressions  deN,,N„Nj  ne  renferment  pas  63,  et,  par  ana»- 
logie,  elles  ne  doivent  renfermer  ni  6,,  ni  6,. 
Ces  expressions  sont  donc  de  la  forme 

N,  =  /iiai  +  /ija,  +  /i,a,, 

^8=^1^3  +  /lia,  4-^8^5» 

puisqu'elles  doivent  satisfaire   à  la  condition   de  permutation 
indiquée  plus  haut. 

Si  Ton  permute  actuellement  a,  et  b^  en  a,  et  b^  en  laissant  a, 
et  b^  invariables,  les  surfaces  S  se  transforment  par  la  permu- 
tation dexeny^  et  comme  il  doit  en  être  de  même  de  la  surface  S, 
N,  et  N,  doivent  se  trouver  permutés  lun  dans  l'autre,  c'est-à- 
dire  que  Ton  doit  avoir,  quels  que  soient  d'ailleurs  a,,  a,  et  a„ 

/i,aj  +  /ijCj  +  h^a^  =  /ija2  +  /ijCj  +  /ijOi, 
/iiOi  +  /i,a,  +  /i8aa  =  /lifli  +  /it«s  +  '*»^s» 

d'où  l'on  conclut 

/i,=  /ij. 

On  vérifie  sans  peine  que  les  autres  permutations  analogues  à 
celle  que  nous  venons  d'imaginer  conduisent  à  la  même  égalité. 

En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  X  la  valeur  commune  de 
A,  et  de  h^^  les  expressions  des  N  peuvent  s'écrire  : 

N,  =  X  (aj  +  a, +  a,)  +  f/ii  — X)  a,  =  Xe  +  (/i,  —  X)  a,, 
(4)  N2  =  X  (a,  +  a,  +  a,)  +  (/i,  —  X)  a,  =  Xe  +  (/i,  —  X)  a,, 

N3  =  X  (a,  +  aj  +  Os)  +  (/li  — X)  cg  =  Xe  4-  (/ij  —  X)  a,. 

Supposons  enfin  que,  mZ^  étant  un  axe  de  déformation,  on 
choisisse  pour  les  deux  autres  axes  coordonnés  mX,  et  mY^ 
les  diamètres  rectangulaires  égaux  de  la  conique  trace  d'une 
surface  S  sur  le  plan  X,  mY,,  l'équation  de  cette  surface  sera 
de  la  forme  : 

ai  (x'  +  y')  +  a,2*  f  2  6, xy  =  K, 
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et  les  dilatations  suivant  mX,  m  Y  étant  égales,  il  en  sera  de 

même    des    tensions    normales 
^x  N, ,  N,  dont  la  valeur  commune 

sera,  d'après  les  formules  (4)  : 

N|  =  N,  =  Xe  +  (/i,  — X)a,. 

On  aura  d'ailleurs 

Mais  alors  la  bissectrice  mk  de 
l'angle  X,mY^  est  un  axe  de  la 
déformation  considérée,  et  la 
dilatation  a  suivant  cet  axe  sera 

égale  à-T|,  en  désignant  par  / 
le  demi-axe  m%  de  la  surface;  ce  demi-axe  s'obtient  en  fai- 
sant x  =  y=i  -—^  dans  la  conique 

trace  de  la  surface  sur  le  planX^mY^,  et  l'on  trouve  ainsi 


i«  = 


K 


Oj  +  à^ 


d'où 


a  =  a^  +  6,. 


La  tension  normale  correspondante  est  donc,  d'après  les  for^ 
mules  (4), 

9fi^  =  xe  +  (h,  —X)  a  =  xe  +  (/il  —  ^)  K  +  5,). 
Mais  sa  valeur,  qui  résulte  aussi  de  l'expression  générale  : 


N  rrrNja»  +  N,p«  -h  NsT»  +  2T,  Pt  +  2T,  Ta  +  2T,«P, 


.    -'• 
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doit  être  égale  à 

i(N,+N,)  +  T„ 

c  est-à-dire  (en  remplaçant  N^,  N,  et  T,  par  leurs  valeurs  respec- 
tives) & 

X0  +  (/ij  — X)  a,  +  2jx6j. 

En  égalant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  trouve  : 

/i,  —  X  =  2  fx, 

€t   en  portant  cette   valeur  de  (h^ — X)  dans  les  équations  (4)  on 
obtient  pour  Texpression  définitive  des  N  : 

Ni  =  X0  +  2fJta,, 
<5)  N,  =  X0+2[ia8, 

Ns  =  XO  +  2.aa3. 

Les  équations  (3)  et  (5)  déterminent  les  liaisons  que  nous  nous 
proposions  d'établir  entre  les  déformations  en  un  point  d*un 
solide  isotrope  et  les  tensions  que  ces  déformations  produisent. 
En  effet,  la  connaissance  des  six  déformations  élémentaires 
{a^^a^,a^  ;  6j,6„6,)  définit  d'une  manière  complète  la  déformation 
autour  du  point  m,  et  celle  des  six  tensions  (N^N^N,;  T^T^T,) 
détermine  complètement  toutes  les  tensions  qui  s'y  produisent. 

La  liaison  cherchée  se  trouve  exprimée,  comme  on  voit,  au 
moyen  des  deux  seuls  coefficients  X  et  {a  qui  caractérisent  la 
constitution  du  solide  isotrope  et  qui,  en  raison  de  Tisotropie 
même,  doivent  avoir  en  tout  point  du  solide  considéré  les  mêmes 
valeurs  (*). 


(*)  On  doit  observer  d'ailleurs  que,  dans  un  solide  satisfaisant  rigoureuse- 
ment aux  conditions  du  solide  théorique,  les  coefficients  X  et  fx  devraient 
avoir  des  valeurs  infiniment  grandes,  puisque  les  variations  finies  des  ten- 
sions devraient  être  attribuées  à  des  déformations  infiniment  petites  d^ordre 
supérieur  :  dans  les  systèmes  se  rapprochant  des  conditions  du  solide  théo- 
rique X  et  {1  doivent  toujours  être  considérés  comme  ayant  de  très  grandes 
valeurs. 
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En  rétablissant  à  la  place  de  9,  a, ,  a„  a„  A^,  6„  6,,  leurs  expres- 
sions en  fonction  des  déplacements  w,  v,  ii; ,  les  relations  (3) 
et  (5)  s'écrivent  : 

/dtJ       diA 

-.        .  (du  ^    dv  ,    dw\    ,    -     du 
.w»\  M        ^  /^w  ,   du   ,   dw\    ,   _      du 

«,        .   /du   .   du   ,   dw\    .    -     dw 


I).  ÉQUILIBRE  D'ÉLASTICITÉ  ET  MOUVEMENT  VIBRATOIRE 
A  L'INTÉRIEUR  D'UN  SOLIDE  DÉFORMÉ 

■ 

1*  ÉQUILIBRE  d'Élasticité  d'un  solide  isotrope 

«  S22S.  Transmission  des  forces  et  des  tensions  & 
l'Intérieur  d'un  solide.  —  Nous  avons  fait  observer  déjà  que 
les  forces  extérieures  agissant  sur  un  solide  ne  pouvaient  être 
réduites  à  un  nombre  limité  de  forces  finies  que  par  l'effet  d'une 
fiction  admissible  seulement  dans  les  recherches  où  les  déforma- 
tions intérieures  ne  jouent  aucun  rôle. 

En  réalité,  chaque  point  du  solide  doit  être  considéré  comme 
soumis  à  une  résultante  infinitésimale  variant  en  intensité  et  en 
direction  lorsqu'on  passe  d'un  point  à  un  autre  à  Vintérieur  du 
solide,  mais  obéissant  dans  ses  variations  à  une  loi  de  continuité 
qui  cesse  seulement  d'être  applicable  pour  les  points  de  la 
surface  limite.  Ces  derniers  points,  en  effet,  en  raison  même  de 
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la  discontinuité  du  solide,  peuvent  être  regardés  comme  subissant 
certaines  actions  spéciales,  continues  également  lorsqu'on  passe 
d'un  point  à  un  point  infiniment  voisin  sur  la  surface,  mais  n'af- 
fectant pas  les  points  voisins  situés  à  Tintérieur. 

Au  moment  où  les  forces  infinitésimales  ainsi  définies  commen» 
cent  à  agir  sur  un  solide  au  repos,  elles  provoquent  le  déplace- 
ment individuel  de  chaque  point  et  produisent  généralement 
ainsi  une  déformation  du  système.  Mais  aussitôt,  les  tensions 
intérieures  qui  résultent  de  cette  déformation  même  ont  pour 
eflfet  d*en  arrêter  les  progrès,  et  leur  action  tend  à  rétablir  Tim- 
mobilité  des  points  les  uns  par  rapport  aux  autres. 

Le  nouvel  état  de  repos  ainsi  réalisable  par  le  jeu  des  forces 
extérieures  et  des  tensions  sera  absolu  si,  le  solide  étant  primi- 
tivement au  repos,  le  système  des  forces  extérieures  satisfait 
aux  conditions  d'équilibre  :  il  sera  relatif  dans  le  cas  contraire 
et  le  solide  prendra,  dans  ce  cas,  un  mouvement  d'ensemble  que- 
nous  savons  déterminer.  Ce  qu'il  importe  d'observer,  c'est  qu'en 
aucun  cas  la  nouvelle  situation  d'équilibre  des  points  les  uns 
par  rapport  aux  autres  ne  pourra  être  identique  à  la  situation 
primitive,  puisqu'il  doit  subsister  un  système  de  tensions  modi- 
fiant pour  chaque  point  l 'eflfet  que  produiraient  les  forces  exté- 
rieures si  ce  point  était  isolé,  et  que  ces  tensions  cesseraient 
d'exister  si  la  déformation  venait  à  disparaître. 

C'est  cet  état  d'équilibre  du  solide  déformé  dont  nous  nous 
proposons  actuellement  d'exprimer  les  conditions  analytiques  ^ 
nous  verrons  ensuite  dans  quelle  mesure  cet  équilibre,  théorique- 
ment possible,  peut  eifectivement  se  réaliser. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  le  solide  primitivement 
au  repos  reste  au  repos,  les  forces  extérieures  satisfaisant  aux 
conditions  d'équilibre  ;  nous  supposerons  également  que  le  solide 
considéré  est  isotrope  (ou  plus:  exactement  était  isotrope  avant  sa 
déformation).  Il  en  résulte  que  la  densité  p  doit  être  considérée 
comme  une  constante. 

*  2S9.  Bquatioiui  Indéflnies.  —  En  reprenant  les  nota- 
tions  et  les  résultats  du  §  217,  nous  pouvons  écrire  pour 
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chaque  point  à  l'intérieur  du  solide  les  trois  égalités  : 

'iî!l4.'*T,      dT.  _ 

dx+iHi  +  nr+^^o-**' 

dT,     dT.     dN. 
dj-  +  dir+ dF  +  P^-^- 
Si  l'on  substitue,  dans  ces  relations,  aux  N  et  aux  T  leurs 
valeurs  établies  au  précédent  chapitre  en  fonction  de  la  défor- 
mation produite,  ces  équations  deviennent  : 

OU  plus  simplement,  en  désignant  généralement,  avec  Lamé, 
par  A'  F  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre 

dx*  "^  dy*  "*"  ds* 
d'une  fonction  F  de  x,  y,  2, 

Ces  équations,  où 

a  —  ^4-  —  4.  l2ï 
dx      dî/       dz' 

ne  renferment  d'autres  inconnues  que  u,  v  et  w;,  si  Ton  suppose 
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connu  l'état  initial  du  solide,  ses  constantes  carAotéristiques  X  et  |i. 
(qui  ont  évidemment  les  menées  valeurs  dans  toute  l'étendue 
du  solide),  enfin  les  forces  agissant  sur  chacun  de  ses  points. 

Elles  doivent  être  vérifiées,  en  tout  point  m  pris  à  l'intérieur 
du  solide,  par  les  fonctions  u,  'i;,  w  qui  définissent  la  déforma- 
tion. On  lep  désigne  sous  le  nom  d'équations  indéfinies. 

•  230.  Équations  a  la  surface.  —  Nous  avons  remarqué 
précédenunent  que  les  forces  extérieures  pouvaient  subir  une 
variation  discontinue  lorsqu'on  passait  d'un  point  m  pris  à  Tinté- 
rieur  du  solide  à  un  point  p  pris  sur  sa  surface. 

Mais  sur  cette  surface  elle-même  les  actions  extérieures 
doivent  varier  avec  continuité,  et  si  l'on  considère  autour  du 
point  p  un  élément  superficiel  infiniment  petit,  nous  admettrons 
que  les  forces  extérieures  appliquées  à  cet  élément,  étant  sensi- 
blement parallèles  entre  elles,  peuvent  être  remplacées  par  leur 
résultante  de  translation,  et  que  le  rapport  de  cette  résultante 
à  la  surface  de  l'élément  tend  vers  une  limite  déterminée  en 
grandeur  et  en  direction  et  dépendant  uniquement  de  la  position 
du  point  choisi.  Soit  F  cette  grandeur  limite,  et  désignons  par 
Ij  m,  n  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  fait  avec  les 
axes. 

Considérons  autour  du  point  p  un  élément  superficiel  triangu- 
laire abc,  déterminé  par  trois  plans  parallèles 
aux  axes  et  menés  par  un  point  m  infiniment 
voisin  pris  à  l'intérieur  du  solide. 

L'équilibre  du  tétraèdre  élémentaire  mabc 
s'exprimera  par  des  relations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  établies  au  para- 
graphe 21  G,  mais  où  les  composantes  de  la 
tension  s'exerçant  sur  la  face  abc  devront  être  simplement 
remplacées  par  les  composantes  de  F,  on  aura  donc  : 

Fl  =Nia  +  T3P  +  Tar, 
Fm=T3a  +  N,P  +  T,  T, 
Fn  =  Tj  a  +  Tj  p  +  N,  t, 
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c'est-à-dire,  en  substituant,  comme  nous  Tavons  fait  pour  les 
équations  intérieures,  aux  N  et  aux  T  leurs  valeurs  respectives 
■en  fonction  de  w,  v,  xo  : 

Ces  équations,  dites  équations  à  la  surface,  devront  être  véri- 
fiées par  les  fonctions  w,  v,  w  en  chaque  point  de  la  surface  du 
solide.  Elles  ne  renferment,  comme  les  précédentes,  d'autres 
inconnues  que  u,  v,  iv  puisque  F  et  les  cosinus  Z,  m,  n,  qui 
fixent  la  direction  de  F,  sont  supposés  connus  en  fonction  de? 
•coordonnées  du  point  p,  et  qu'il  en  est  de  même  des  cosinus 
a,  g,  Y  qui  déterminent  au  point  p  la  direction  de  la  normale  à  la 
surface. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  et  qui  consiste  à 
•définir  l'état  d'équilibre  que  doit  prendre  le  solide  déformé  sous 
l'action  de  forces  connues,  se  trouve  donc  ramené  à  la  détermi- 
nation analytique  des  trois  fonctions  u,  v^  w  de  œ^  y  et  z  satis- 
faisant aux  équations  différentielles  (1)  et  (2). 

•  231.  Remarque  sur  un  cas  particulier. — Dans  le 
•cas  particulier  où  les  seules  forces  agissant  sur  le  solide  sont 
•celles  qui  s'exercent  sur  sa  surface,  si  les  fonctions  ti,  r,  w 
sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  k  x,  y  et  z  d'une  même 
fonction  ç,  on  a  : 


^t  par  suite 


"      di«  "^  dy*  "^  dz^  ""  dx\dx*  "^  dy^  "^  dz* }  "  "dT  ~ 


de 
di' 


T= 
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de  même 

A.  ^® 

dy 

Al  ^® 

Les  équations  indéfinies  se  réduisent  alors  à  : 

de     ^       dO     ^       dû     A 

dx  dy  dz 

Ce  qui  montre  que  la  condition  admise  ne  peut  se  présenter 
que  si  la  dilatation  cubique  0  est  constante  à  Tintérieur  du 
solide. 


APPLICATION  A  QUELQUES  EXEMPLES  SIMPLES 

*  232.  l""  Compression  normale  uniforme  t  eoefll- 
etent  de  eompresstblllté.  —  Si  Ton  suppose  un  solide  homo- 
gène simplement  soumis  à  une  compression  normale  uniforme 
appliquée  à  toute  sa  surface,  en  désignant  par  P  la  valeur  de 
cette  compression  rapportée  à  Tunité  de  surface,  les  équations  (2) 
deviennent  : 

et  les  équations  indéfinies  se  simplifient  par  la  suppression  des 
termes  p\,  pY^,  pZ^. 

On   obtient  alors  un  système  de  valeurs  de  u,  v,  w  satisfai- 
sant à  la  question  en  posant  : 


(3) 


u 

^^ 

ax, 

V 

= 

ay. 

w 

— 

ar, 

'■^"^w^vf-y 
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car  les  dérivées  secondes  de  ces  fonctions  qui  entrent  seuleS" 
dans  les  équatiohs  indéfinies  sont  toutes  égales  à  zéro. 

Quant  aux  équations  à  la  surface,*  elles  se  réduisent  à  la  condi- 
tion unique 

qui  détermine  la  constante  a 

—  P 


(4)  a  = 


3X  +  2{x 


En  adoptant  cette  valeur  de  a,  le  système  de  déformation  défini 
par  les  équations  (3)  satisfait  aux  conditions  imposées  et  est  par 
conséquent  admissible. 

On  remarquera  qu'il  conduit  à  des  valeurs  nulles  pour  les  &, 
et  par  suite  aussi  pour  les  T,  en  chaque  point  du  solide  :  donc 
en  chaque  point  du  solide  déformé  les  parallèles  aux  axes  sont 
des  axes  de  déformation. 

Les  coeflBcients  des  dilatations  principales  suivant  ces  trois 
axes  étant  d'ailleurs  égaux  entre  eux  et  égaux  à  a,  on  en  conclut 
que  les  N  sont  égaux  et  que  l'ellipsoïde  des  tensions  est  une 
sphère. 

3P 

La  dilatation  cubique  6,  égale  à  3  a,  a  pour  valeur  ^ 5-: 

elle  est  la  même  en  tout  point  du  solide,  puisque  X  et  jji  y  ont  en 
tout  point  la  même  valeur.  Ce  résultat  concorde  bien  d'ailleurs 
avec  la  remarque  du  paragraphe  23 i.,  u,v  et  w  pouvant  être 
considérés  comme  les  dérivées  partielles  en  x,  y  et  z  de  la 
môme  fonction 

<?(a:,y,z)=-(x«  +  y'  +  2*). 

On  appelle  coefficient  de  compressibilité  le  rapport  de  la  dilata- 
tion cubique  à  la  pression  P  par  unité  de  surface  :  ce  coefKcient 
qui  est  caractéristique  du  solide  considéré,  a  pour  valeur  : 

3 

3X  +  2(i.' 


ri",    -'v  r 


'*'7:f^'^ 
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•  233.  Z^  Extension  longitudinale  d'un  pi^sme  s 
«oefflelent  d'élastlelté.  —  Considérons  en  second  lieu  un  so- 
lide prismatique  droit  ayant 
ses  arêtes  parallèles  à  OZ  et 
supposons-le  soumis  à  une 
traction  uniformément  ap- 
pliquée à  ses  deux  bases, 
et  dont  nous  désignerons 
par  F  la  valeur  rapportée  à 
Tunité  de  surface. 

Dans  ce  cas,  on  peut 
obtenir  une  solution  de  la 
question,  en  posant  : 


ro) 


u  =  —  ax, 
w  =  cz. 


En  effet  les  équations  indéfinies,  qui  se  simplifient  comme  dans 
le  cas  précédent  par  la  suppression  de  leurs  derniers  termes,  ne 
renferment  que  les  dérivées  secondes  de  w,  v,  iv  et  sont  identi- 
quement satisfaites  par  les  valeurs  (5)  qui  rendent  ces  dérivées 
nulles.  Quant  aux  équations  à  la  surface,  sur  les  faces  latérales  (à 
cause  de  Y  =  0  et  de  6  =  o  — 2  a)  elles  donnent  la  condition  unique 


(6) 


X(c  — 2a)  — 2[ia  =  0, 


et  sur  les  bases  (à  cause  de  a  =  g  =  0  et  de  v  =z=  1)  elles  se 
réduisent  à  : 


0) 


X(c  — 2a)-h2{jLC  =  F. 


Ces  deux  conditions  peuvent  être  satisfaites  si  Ton  détermine 
à  cet  effet  les  constantes  a  et  c.  On  trouve  ainsi  : 


a  =  :r 


X 


(8) 


n  = 


1 

23X  +  2ii 


F,. 


3X  +  21JL 


F. 


30 
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On  désigne  sous  le  nom  de  coefficient  d'élasticité  Tinverse  de 

rallongement  produit  sur  Tunité  de  longueur  du  prisme  par  une 

traction  égale  à  Tunité  s'exerçant  sur  l'unité  de  surface  :  ce  coef- 

F 
ficient  est  donc  égal  à  -,  c'est-à-dire  d'après  la  valeur  de  c  à  : 


c 


3X  +  2[iL 


2®   MOUVEMENT   VIBRATOIRE   DANS   UN   SOLIDE   ISOTROPE 

*  Sf  34.  Production  des  mouvements  vibratoires. — 

Dans  Tétude  qui  précède  nous  n'avons  considéré  que  la  question 
d'équilibre.  Ainsi,  étant  donné  un  système  de  forces  extérieures 
agissant  sur  un  solide,  nous  -  avons  cherché  à  déterminer  les 
déformations  qui  devraient  se  produire  en  chaque  point  pour  y 
développer  des  tensions  capables  de  tenir  en  équilibre  les  forces 
extérieures  considérées. 

En  réalité  cet  état  d'équilibre,  pour  lequel  tous  les  points  du 
solide  seraient  au  repos,  ne  peut  être  imaginé  qu'à  un  point  de 
vue  fictif,  parce  que  les  différents  points,  en  arrivant  à  la  situa- 
tion où  l'équilibre  serait  possible,  sont  animés  de  vitesses  qai  leur 
font  dépasser  cette  situs^tion  autour  de  laquelle  ils  oscillent 
ensuite  en  exécutant  une  série  de  vibrations  infiniment  petites. 

C'est  ce  mouvement  vibratoire  que  nous  nous  proposons  actuel- 
lement d'étudier,  mais  nous  commencerons  par  établir  certaines 
propriétés  générales  des  petits  mouvements  qui  nous  seront  utiles 
pour  cette  étude. 


THEORIE   DBS   PETITS   MOUVEMENTS 

•  235.  Bquations  des  petits  mouvements.  —  Imagi- 
nons un  système  de  points  soumis  à  un  système  de  forces  F. 
intérieures  et  extérieures,  mais  admettant  un  potentiel,  etsuppo- 
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sons  une  situation  particulière  du  système  pour  laquelle  ce  poten- 
tiel soit  minimum.  L'équilibre  correspondant  à  cette  situation 
sera  stable  (S  iSV),  c'est-à-dire  que  si,  par  l'effet  d'une  pertur- 
bation quelconque,  le  système  se  trouve  légèrement  écarté  de  sa 
position  d'équilibre,  puis  abandonné  à  l'action  des  seules  forces  F, 
avec  des  vitesses  très  petites,  communiquées  à  ses  différents 
points,  le  mouvement  qui  se  produira  sera  tel  que  les  déplace- 
ments des  points  par  rapport  à  leurs  positions  d'équilibre  reste- 
ront toujours  très  petits. 

Proposons-nous  d'établir  les  équations  générales  des  mouve- 
ments ainsi  définis. 

Soient  ar,-,  y^,  Zi  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  m^  du 
système  dans  sa  position  d'équilibre,  w,-,  v,-,  Wi  les  projections  sur 
les  axes  de  son  déplacement  à  une  certaine  époque.  Les  coor- 
données variables  de  ce  point  seront  à  l'époque  considérée  : 

Xi  +  Ui  yi  +  Vi  zt  +  Wi, 

Ui,  Vi,  Wi  restant  toujours  très  petits  par  hypothèse. 

Le  potentiel,  fonction  des  coordonnées  de  tous  les  points,  aura 
une  expression  de  la  forme  : 

H)   V= F  [(x,  +  w,),  (î/,  + 1?,),  (zi  +  w,)  ;  (X,  +  u J,  (y,  +  Vj),  (z,  +  w,); ] 

et  d'après  sa  définition  même,  les  projections  de  la  résultante 
agissant  sur  le  point  mt  seront  : 

dui  dvi  '  dw,' 

puisque  Xf^  y<,  Zt  sont  des  constantes. 
On  aura  donc  pour  les  équations  du  mouvement  du  point  m^  : 

d^Ui  ,  dV     ^ 
'^*  "^-dF+d^i^^ 

^d«w,,   dV      _ 

"^-W  +  d^^i^"^' 


•r#    îi 
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-  Si  Ton  développe  actuellement  la  fonction  V  par  la  série  de 
Taylor  relativement  aux  UyV,w  considérés  comme  accroissements 
des  (F,  y,  Zj  on  a,  en  s  arrêtant  aux  termes  du  second  ordre  : 

* 

(3)       V  =  F(Xi,  Vi,  Zi;x„  i/a,  z,; )  +  ^  ^— u  +  —  i?  4- ^w  j 

.  iC^/d'F   ,  .  d«F  ,  .  d«F    ,  .  ^  d»F         .  ^  d*F  ,  ^  d«F      \ 


les  signes  §  s'étendant  à  tous  les  points  du  système  et  dans  le 
àemier  terme  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  de  ces  points 
et  de  leurs  déplacements  w,  v,  w.,. 
Mais   à   cause  de  la  condition   de   minimum  précédemment 

» 

admise  pour  le  potentiel,  toutes  les  dérivées  premières  telles 
que 

dF  dF  dF 

dx,  dy^  dz^ 

doivent  être  nulles,  et  par  suite  les  termes  du  premier  ordre 
disparaissent  dans  Téquation  (3). 
Si  Ton  suppose  en  outre  que  : 

ce  que  Ton  peut  toujours  faire,  puisque  V,  qui  n*est  déterminé 
que  par  ses  dérivées,  renferme  dans  son  expression  une  con- 
stante arbitraire,  Téquation  (3)  se  réduit  à  : 


(*j  2^=^vôb^^+d7"  "^-d?^^  ^^d^^^^'+^didî?^^ 

d*F 
dxdy 


+  2  -^  «») 


Toutes  les  dérivées  qui  figurent  dans  cette  expression  restant 
d'ailleurs  constantes  dans  le  mouvement  qui  nous  occupe,  repré- 
sentons ces  constantes  par  la  lettre  a  affectée  de  doubles  indices, 
avec  la  condition  que  ces  constantes  prennent  des  valeurs  égales 
quand  leurs  indices  se  trouvent  permutés.  La  valeur  de  V  pourra 


ÉTUDE  DES  FORCES  —  STATIQUE  ET  DYNAMIQUE  469 

s'écrire  : 

(5)  +  (ajitij  +  a„r,  +  0,3 w,  +  a^^u^  +  a,,!?,  +  021^»  + )  ^i» 

+ , 

et  Ton  reconnaît  aisément  que  les  dérivées  - — ,  -7—,  -7 — ,  -7— ,..• 

du^    dv^    dw^   du^ 

formées  avec  cette  expression  de  V  sont  précisément  égales  aux 

parenthèses  du  second  membre,  et  qu'on  a  par  exemple  (')  : 

dX 

-7--=  a„  «1  +  a,,ri  +  a^^w^  +  a^^u^  +  a„r,  +  «16^2  +  ..., 
^  =  a^^u^  +  a„t?4  +  a,3Wi  +  a,^iij  +  a^r,  +  a^w^  +  ...,  etc. 

Les   équations   du    mouvement    où    Ton  porte   ces   valeurs 
s'écrivent  par  suite  : 


m  -TTf  +  ttji u^  +  ajjUj  +  a„ Wi  +  a,4Uj  +  a^^v^  -h  OjeWj  + ...  =  0, 
m  -^  +  a,|Uj  +  antJ|  +  a^w^  +  aj^u,  +  a^Vj  +  a,gWj  +  ...  =  0,  etc. 

et  constituent  ainsi  un  système  d'équations  différentielles  simul- 
tanées linéaires  et  à  coefficients  constants.  De  cette  forme  parti- 
culière des  équations  (7)  résulte  immédiatement  une  conséquence 
très  importante. 

*  S3G.  Superposition  de«  petite   mouvements.  — 

Si  l'on  part  d'un  état  initial  connu  S',  caractérisé  par  les  écarts 
initiaux  : 

(u;)o   («;)•  K)o   K),  Mo   {w;)o , 


(*)  Gela  résulte  d'ailleurs  de  rhomogénéité  de  V  par  rapport  à  t<|, 
v^j  w^,....  :  on  doit  avoir,  en  effet,  d'après  la  propriété  caractéristique  des 
fonctions  homogènes  : 

dV       ,  dV  dV       ^  ^-^ 

du^    ^      di?i    '      dwj     ' 
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et  les  vitesses  initiales  : 

/dy\\       (dv;\       rdW\       (dr^X       (MA       (dv^\ 
\dtj,     \dt),     \dtj,     \dt),     \dt),     \dtj. 

les  équations  différentielles  (7)  permettent  de  déterminer  la 
série  des  situations  occupées  par  les  points  du  système  aux  dif- 
férentes époques  consécutives.  En  effet  la  connaissance  des 
écarts  initiaux  détermine  ces  situations  à  Tépoque  t^^  celle  des 
vitesses  initiales  les  fait  connaître  à  Tépoque  t^  -f*  dt  ;  les  accé- 
lérations initiales  qui  se  trouvent  déterminées  par  les  équations  (!) 
donnent  alors  les  positions  des  points  au  temps  t^  +  2d(,  et  si 
l'on  opère  de  même  en  prenant  pour  nouveau  point  de  départ  la 
situation  au  temps  t^  +  dt^  on  arrivera  par  l'application  des 
équations  (7)  à  connaître  la  situation  au  temps  t^  +  Zdt  et  ainsi 
de  suite. 

Cela  posé,  il  est  visible  d'après  la  forme  linéaire  des  équa- 
tions (7)  que  si  l'on  imagine  trois  états  initiaux  S',  S'',  S'",  liés 
entre  eux  par  les  conditions 

(ur)o  =  (u'.)o  +  (u';)o, 
(8)  «)o  =  W)o+W')o, 


et 


/dur\  _  fdv\\     /<K\ 

\,di  Jo^\dtJ,'^\dt) 


(9)  fdv 

\dt 


tjo       \dt).^\dt)^ 


on  aura  également  pour  les  accélérations  initiales  : 

r-s^i.=r^).-(^).- 

(10)  /dXA  _  fd^\    ,  /dX\ 

et  d'après  la  manière  dont  se  déterminent  les  situations  sacces- 
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«ives  des  points,  les  conditions  (8)  vérifiées  par  hypothèse  au 
début  du  mouvement  ne  cesseront  pas  d'être  satisfaites  aux 
époques  suivantes. 

En  d'autres  termes,  le  déplacement  d*un  point  à  une  époque 
quelconque  dans  la  troisième  hypothèse  sera  la  somme  géomé- 
trique de  ses  déplacements  à  la  même  époque  dans  les  deux 
premières  h3rpothèses. 

C'est  dans  ce  résultat  que  consiste  le  principe  de  la  superposi- 
tion des  petits  mouvements ^  principe  qui,  étendu  à  un  nombre  de 
mouvements  quelconques,  s'énonce  généralement  de  la  manière 
suivante  : 

La  superposition  de  plusieu/rs  états  initiaux  particuliers  déter- 
^mine  un  mouvement  tel,  que  le  déplacement  des  points  à  une 
époque  quelconque  résulte  de  la  superposition  de  ceux  qui  s'obseï^- 
veraient  à  la  même  époque  dans  les  divers  mouvements  corres^^ 
pondant  aux  états  initiaux  particuliers. 

*  23T.  Intégration  des  équatlonei.  —  Les  équations  (7) 
—  qui  déterminent  les  u^v^wen  fonction  du  temps  et  qui  sont 
au  nombre  de  3n  si  les  points  sont  au  nombre  de  n  —  admettent 
un  système  d'intégrales  générales  qui  doit  renfermer  6n  con- 
stantes arbitraires.  D'ailleurs,  d'après  la  forme  linéaire  de  ces 
équations,  si 


u,  =  r,{t)       t?i  =  9,(0       w,  =  ^,(f), 


sont  deux  solutions,  on  obtiendra  une  solution  plus  générale  en 
posant  : 

les  constantes  c^  et  c,  étant  arbitraires. 

On  connaîtrait  donc  la  solution  générale  si  l'on  parvenait  à 
découvrir  6n  solutions  particulières  distinctes. 


»  ■  -. 
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Or  on  a  vu  (S  TS)  que  «rintégrale  générale  de  Téquation 


était 


dt 


X  =  Cj  cos  {st  +  cj, 


où  5 


= V- 


On  est  donc  naturellement  conduit,  par  l'analogie  de  l'équa- 
tion (11)  avec  les  équations  (7),  à  essayer  des  solutions  de  la 
forme 

Uj  =  Aj  ces  (at  +  fe), 
t?i  =  Bj  cos  (st  -f  fe), 

(12)  ^*'i  =  Ci  cos  (8t  +  k), 

w,  =  A,  cos  (8(4-  k)y 


qui,  portées  dans  les  équations  (7),  conduisent  aux  conditions  : 

(a,,  —  m««)  Al  -f  a^j  B,  -f  a,,  Cj  +  a^^  A,  + =  0, 

(13)  a„  A,  +  (a„  — ms»)  B^  +  a„Ci  +  a,^  A»  +  =  0,] 

«Si  Al  +  agj  Bi  4-  (oas  —  ma*)  Cj  +  Cj^  A,  4- =  0. 


Ces  équations  au  nombre  de  3n  sont  homogènes  par  rapport 
aux3n  coefficients  ApB^,Gi,A,,  B,...  Elles  permettent  donc  leur 
élimination  et  le  résultat  de  cette  élimination,  qui  s'obtient  en 
égalant  à  zéro  leur  déterminant,  est  une  équation  du  degré 
3w  en  5*  telle  que 

(14)  ^  (««)  =  0. 

Si  Ton  suppose  s*  déterminé  par  cette  équation,  à  chaque  ra- 
cine particulière  s^  correspondra  un  système  de  3n  équa- 
tions (13)  déterminant  les  rapports  des  coefficients  A,,  B,,  C,, 

C'est-à-dire  que  les  valeurs  de  ces  constantes  pourront  être 
encore  multipliées  par  un  facteur  arbitraire  X^.  La  solution  ainsi 


"^^^^ 
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obtenue  sera  donc  de  la  fonne  : 

/|4N  (wi),-  =  h  (A,),-  cos  (Sit  +  ki)y 


Xf  et  ki  restant  arbitraires. 

L'équation  en  s  étant  de  degré  &n  fournit  en  général  6n 
valeurs  pour  cette  lettre.  Toutefois  ces  valeurs  étant  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires  et  les  équations  qui  déterminent 
les  rapports  des  coefficients  A^,  B,,  C,,...  ne  renfermant  que  le 
carré  de  s,  on  n'obtient  pour  ces  rapports  que  3»  systèmes  de 
valeurs  distinctes.  Gomme  d'autre  part  le  changement  de  signe 
de  s  dans  cos  {st  +  A;)  équivaut  au  changement  de  la  constante 
arbitraire  k  en  —  A,  la  méthode  ne  fournit  en  réalité  que  3n 
solutions  distinctes  de  forme  (14). 

Mais  ces  3n  solutions  renfermant  chacune  deux  constantes 
arbitraires,  leur  connaissance  équivaut  à  celle  de  l'intégrale 
générale,  et  cette  intégrale  générale  s*obtient  en  faisant  simple- 
ment la  somme  des  intégrales  particulières,  puisque  chacune  de 
ces  intégrales  particulières  renferme  déjà  une  constante  arbitraire 
en  facteur. 

*  23S.  Mouvements  simples  et  mouvement  séné« 

rai.  —  Les  3n  mouvements  correspondant  aux  intégrales  parti- 
culières sont  dits  mouvements  simples. 

Dans  ces  mouvements  les  trajectoires  sont  rectilignes  :  en 
effet  pour  le  point  d'indice  r  par  exemple,  on  a  : 

^     '  (A.),  -  (B,)<  ■"  (Cr)/ 

Ce  point  se  déplace  donc  sur  une  droite  passant  par  sa  posi- 
tion d'équilibre  et  dont  les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels 
à  (AJ,,  (B,)„  (G,),. 

En  outre  ces  mouvements  sont  périodiques  et  la  période  com- 
mune à  tous  les  déplacements  d'un  même  système,  d'indice  i,  est  : 

(16)  T  =  iî. 


^ 

i' 
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» 

Enfin  le  mouvement  le  plus  général  peut  toujours  s'obtenir  par 
la  superposition  de  mouvements  simples,  comme  on  Ta  expliqué 
plus  haut.  Ainsi  : 

Tout  mouvement  d'un  système  de  points  qui  ont  été  écartés  très 
peu  d'une  position  d^équilibre  peut  être  considéré  comme  résul- 
tant de  la  superposition  des  divers  mouvements  simples  dont  le 
système  e^  susceptible. 

Les  équations  du  mouvement  général  seront  donc  de  la  forme  : 


(H) 


Ces  équations  au  nombre  de  3n  renferment  6n  constantes 
arbitraires  X  et  A  :  ces  constantes  sont  déterminées  par  les 
conditions  initiales,  au  nombre  de6n  également  et  résultant  de  la 
connaissance  des  déplacements  initiaux  et  des  vitesses  initiales. 

•  239.  Observation  sur  la  réalité  des  raeines  de 
l'équation  en  s.  —  On  a  supposé  dans  ce  qui  précède,  que 
les  valeurs  de  s  fournies  par  l'équation  (13)  étaient  toutes  réelles. 
Il  est  nécessaire  d'ailleurs  qu'il  en  soit  ainsi,  pour  que  le  raison- 
nement soit  applicable  :  car  si  certaines  valeurs  de  s  étaient  ima- 
ginaires, on  trouverait,  pour  les  équations  des  déplacements 
simples  correspondants,  des  exponentielles  réelles,  au  lieu  de 
cosinus  réels  et,  par  suite,  ces  déplacements  ne  conserveraient 
plus  une  valeur  toujours  très  petite.  Mais  il  est  facile  de  justifier 
cette  hypothèse  et  de  montrer  qu'elle  est  une  conséquence 
forcée  de  la  stabilité  de  l'équilibre. 

En  effet,  en  désignant  par  s  une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion (14),  le  mouvement  simple  correspondant  d'un  point  w,  est 
défini  par  les  équations  : 

Ur  =  X  Ar  COS  {st  +  ^), 

r,  =  X  Br  COS  (st  +  ft), 

Wr='kCr  COS  {st  +  h), 
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d'où  l'on  déduit  : 


^ , 


=  —  J'  Ur, 


d*Wr  , 

et  les  équations  (2)  peuvent  s'écrire  pour  le  point  m, 


ms*Ur  =  -; — » 


dV 

dUr 

m«'tv  =  -7 — » 
dV 

dWr' 


m«*Wr  = 


Si  l'on  ajoute  ces  dernières  équations  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  par  u^^  v^,  w^  et  si  l'on  fait  la  somme  analogue 
pour  tous  les  points  du  système,  dans  le  mouvement  simple  con- 
sidéré, on  trouve  : 

-s»  '"'•^'-■■^""•' = s  (S "' + S'  "'-^  s,  "•) ■ 

Mais  la  fonction  V  étant  homogène  et  du  second  degré,  on  a, 
comme  on  l'a  déjà  fait  observer, 

Ç\  /dV       .  dV       ,  dV      \       ._. 

N(d^.^'+d^^^+d^.^V"^^' 


donc 


8«j§m(Ur«+rr«+Wr»)  =  2V, 


d'où 


<19)  ««=  *^ 


j§m  (U,.«  +  Ur*  +  Wr*) 


Or  cette  expression  est  nécessairement  positive,  car  son  déno- 
minateur représente  un  moment  d'inertie  polaire^  essentielle- 


tr^^'^\ 
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ment  positif,  et  son  numérateur  2  V  est  positif  également,  puisque 
le  potentiel  V  est  minimum  pour  V  =  0  d'après  les  hypothèses 
admises.  Donc  toutes  les  valeurs  de  s^  étant  positives,  celles 
de  s  sont  toutes  réelles  comme  nous  l'avions  supposé. 

*  <iS4lO.  Equations  générales  des  mouvements  vi- 
bratoires dans  un  solide  isotrope  t  mouvements 
vibratoires  simples.  —  Revenons  actuellement  à  la  question 
que  nous  nous  sommes  d'abord  proposée  et  cherchons  à  détermi- 
ner les  mouvements  que  doivent  prendre  les  points  d*un  solide 
légèrement  déformé  autour  de  leurs  positions  d'équilibre. 

Nous  supposerons  toujours  le  solide  primitivement  isotrope, 
et  pour  simplifier  nous  admettrons  même  que  les  forces  exté- 
rieures auxquelles  la  déformation  doit  être  attribuée  dispa- 
raissent une  fois  cette  déformation  produite,  en  sorte  que  le 
solide  déformé  se  trouve  abandonné  à  ses  seules  réactions  inté- 
rieures et  que  son  nouvel  état  d'équilibre  n'est  autre  que  son 
état  initial. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  d'équilibre,  établies  au 
paragraphe  329,  se  simplifient  par  la  suppression  des  forces 
extérieures  (X^,  Y^,,  Z^)  et  deviennent  : 

(20)  (À  +  l^)4^  +  F^A«t?=0, 


Ces  équations  où 


dy 


.  __  du       du       dw 
^  dx       dy       dz 


seraient  évidemment  satisfaites  par 

u  =  o        t;  =  0        w  =  o, 

puisque  le  solide  en  revenant  à  son  état  initial  se  trouverait  en 
équilibre. 


/    • 
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Mais,  ainsi  que  nous  Tavons  expliqué,  cet  équilibre  ne  se  réalise 
pas,  et  les  équations  du  mouvement  vibratoire  qui  se  produit 
doivent  s'obtenir,  d'après  le  principe  de  d*Alembert,  en  ajoutant 
les  forces  d'inertie  à  celles  qui  figurent  déjà  dans  les  équations 
d'équilibre. 

Les  composantes  de  ces  forces  d'inertie,  pour  un  élément  infi- 
nitésimal dxdydz  sont  d'ailleurs,  en  désignant  par  p  la  densité 
du  solide  : 

d'  XI  d'  î5  d'  w 

—  p  dxdydz— ^1      —  pda:dî/d2^»     —  p  dx  dy  dz -^-^. 

Si  l'on  introduit  dans  les  équations  (20)  ces  trois  composantes 
après  les  avoir  divisées  par  dx  dy  dz^  comme  on  l'a  fait  précé- 
demment pour  les  autres  termes  de  ces  équations,  on  trouve 
pour  les  équations  du  mouvement  : 


rr.-t  *>    .     V  dO  ..  d*tJ 

(21)  (X4-{x)j-  +  {iA«i;  =p-5^' 

9^  +  iO  TZ  +  V-  ^"^^  =  9  -TT' 


X,  ;i.  et  p  étant  initialement  constants  par  rapport  aux  coordon- 
nées dans  toute  l'étendue  du  solide,  et  pouvant  être  regardés 
comme  constants  également  pendant  la  durée  du  mouvement, 
parce  que  les  variations  que  ces  coefficients  subissent  par  l'effet 
de  la  déformation  sont  généralement  négligeables. 

Telles  sont  les  équations  indéfinies  auxquelles  les  déplacements 
w,  v,  w  fonctions  de  œ,  y,  z  et  de  t  doivent  satisfaire;  leur  inté- 
gration, complétée  par  la  considération  des  équations  à  la  sur^ 
face^  fournirait  la  solution  générale  du  problème  qui  nous  occupe. 

Mais  sans  effectuer  directement  cette  intégration,  on  peut 
remarquer  que  les  déplacements  étant  dus  à  l'action  de  forces 
intérieures^  c'est-à-dire  de  forces  qui  admettent  un  potentiel 
(§  té64L),  et  la  situation  d'équilibre  autour  de  laquelle  ces  dépla- 
cements se  produisent,  étant  évidemment  stable,  .leur  amplitude 


'  I 
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restera  forcément  très  petite  et  que  par  conséqaent  les  résultats 
précédemment  énoncés  dans  l'étude  des  petits  mouvements 
seront  toujours  applicables. 

Or  nous  avons  établi  dans  cette  étude  que  le  déplacement  le 
plus  général  d*un  point  pouvait  s'obtenir  par  la  superposition  de 
déplacements  simples,  rectilignes  et  définis  par  des  relations  de 
la  forme  : 

Ur=XAr  ces  {st  +  k), 
(14)  Vr  =  XBrCOslst  +  fc), 

Wr  =  XCr  ces  {st  +  fc), 

où  les  lettres  X,  &,  Â^,  B^,  C^  et  s  représentent  six  constantes  par 
rapport  au  temps,  les  deux  premières  arbitraires,  les  trois  sui- 
vantes déterminées  pour  chaque  point,  lorsque  le  potentiel  est 
connu,  par  la  résolution  des  équations  (13),  la  sixième  enfin  déter- 
minée également  par  les  équations  (13),  mais  recevant  la  même 
valeur  pour  tous  les  points  du  système. 

Dans  le  cas  actuel  la  forme  de  la  fonction  qui  représente  le 
potentiel  n'étant  pas  connue,  on  ne  peut  se  servir  des  équa- 
tions (13)  ;  mais  pour  y  suppléer  on  a  les  équations  généralesf2i) 
auxquelles  les  fonctions  u,  i;,  w  doivent  satisfaire  d*une  manière 
continue. 

On  devra  donc  considérer  les  constantes  qui  figurent  dans  les 
expressions  (14)  comme  étant  toutes  indéterminées  et  chercher 
ensuite  quelles  liaisons  il  convient  d'établir  entre  elles  et  les 
coordonnées  pour  que  les  équations  (21)  soient  satisfaites. 

On  est  conduit  ainsi  à  essayer  dans  les  équations  (21)  des 
expressions  de  la  forme  : 

u  =  p  cos  {st  +  ft), 

(22)  v=zq  cos  (st  +  k\ 

w  =  r  cos  (st  4-  k)y 

où  Pj  q,  r  et  A;,  constants  par  rapport  au  temps,  peuvent  être  des 
fonctions  de  x^  y,  z,  mais  où  la  lettre  s  représente  une  constante 
indépendante  du  temps  et  des  coordonnées. 
On  reconnaît  facilement  d'ailleurs  qu'on  peut  satisfaire  aux 
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équations  (21)  en  prenant  pour  p^  q  et  r  des  valeurs  indépen- 
dantes de  X,  y  y  s  et  pour  k  une  expression  de  la  forme  : 

k=z^(ax'{-hy'^cz  +  9). 

En  effet  les  valeurs  de  u,v,w  s'écrivent  alors  : 

u:=p  CCS  (st  —  ax  —  by  —  cz  —  9), 
(82')  v  =  q  ces  {8t  —  ax  —  by^cz  —  9), 

%v  =:  r  ces  (8t  —  ax  —  by  —  cz  —  <p), 

ou  plus  simplement  en  désignant  par  ^  la  parenthèse  : 

u  =  p  ces  ^, 
v  =  q  cos  4», 
w  =  r  cos  4», 

et  SI  1  on  forme  avec  ces  expressions  les  quantités  -7-,  j-,  ^^ 
A'w,  A'y,  A*w;,  -r-j,  -7-7,  -73-  qui  figurent  dans  les  équations  (2 1)^ 

(tt         dt  db 

on  trouve  par  un©  première  dérivation  : 


d'où 


du  .     ,  du      .      .     ,  dw  .    , 

jj  =  apsin4»        —  =6qsm4»        — =crsiD4', 


.      du  ,   du   ,   dw      ,       ...       V  .     I 


■1-  =  —  a  (ap  +  6q  +  cr)  cos  4», 

dO 

(a)  —  =  —  6  (ap  +  6g  +  cr)  cos  ^j», 

/f  A 

—  =  —  c  {ap  +  6g  4"  cr)  cos  «j», 

et  par  une  dérivation  nouvelle 

_  =  -a«p  COS+      _  =  -6«pcos4.      ^  =  -.c«pcos4». 
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d'où 

et  par  analogie 

A'u  =—q  (a*  +  ù*  +  c')  cos^J', 
A*w  =  —  r  (a'^  +  b^  -^  c')  ces  J*, 

OU  en  posant  pour  simplifier  : 

a«  4-  5*  +  c*  =  /i», 

A"u  =  — p/i'  cos^î', 
(p)  A'  V  =  —  qh*  cos  4», 

A*w=  —  rh*  cos^»; 

enfin  les  expressions  |de  w,  v,  t^  dérivées  par  rapport  au  temps 
donnent  : 

du.  ,     ,         do  .     ,        dw  .    , 

-rr  =  —  pS  SI n  0/  -rr  =  —  08  SIU  ^         -77  =  —  rs  sin  O 

a/  tt/  tu 

-TT  =  —  P«  ces  4»      -r-s-  =  —  gs*  COS  ^      "rr  =  —  r«*  cos  tl 

En  portant  les  valeurs  (a)  (g)  et  (y)  dans  les  équations  (21)  et 
supprimant  le  facteur  commun  cos  ^,  on  obtient  les  trois  rela- 
tions : 

(X  4-  fx)  a  (ap  +  57  +  cr)  +  (jt/i*  —  ps«)  p  =  0, 
(24')  (>^  +  |a)  b  {ap  +  6g  -f-  cr)  +  (n/i*  —  p«*)  g  —  0, 

(X+  |Jt)  c  (ap  +  5g  +  cr)  +  (;xh'  — ps*)  r  — 0, 

c'est-à-dire  trois  conditions  d*où  les  coordonnées  variables  ;r,  1/,  : 
et  le  temps  t  ont  disparu,  et  où  ne  figurent  plus,  tant  comme 
coefficients  que  comme  inconnues,  que  des  quantités  constantes 
par  hypothèse. 

On  pourra  donc  déterminer  les  valeurs  de  celles  'de  ces 
constantes  dont  on  dispose  de  manière  à  satisfaire  à  ces  condi- 
tions, et  il  restera  même  une  grande  indétermination  dans  la 
solution,  puisque  les  conditions  sont  en  nombre  bien  moindre 
que  celui  des  constantes  à  déterminer. 

Le  nombre  de  ces  conditions  se  réduit  même  encore,  car  si  l'on 


\    .■ 
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ajoute  les  équations  (21')  après  les  avoir  respectivement  multi- 
pliées par  a,  6,  c,  on  obtient  Téquation  :  ' 

[(>^  +  2^.)  /i*—  p8*)]  (ap  +  bq  +  cr)  =  0, 

à  laquelle  on  peut  satisfaire,  soit  en  posant  : 

(23)  ap  +  bq  +  cr  =  0, 

soit  en  faisant  : 

(24)  (X  +  2îjl) /i*  =  p8*. 

Dans  le  premier  cas  d'ailleurs,  les  équations  (21')  se  réduisent 
à  Téquation  unique 


(25) 

|i/i"  — p«»  =  0, 

qui,  jointe  à 

ap  +  6g  +  cr  =r  0, 

fournit  les   deux  seules  conditions  auxquelles   les  constantes 
doivent  satisfaire. 

Dans  le  second  cas,  les  équations  (21')  où  Ton  remplace  p5* 
par  sa  valeur,  deviennent  : 

a  {ap  +  bq  +  cr)  — ph*  =  0, 
6  {ap  -{•  bq  +  cr)  —  qh*  =  0, 
c  {ap  +  bq-\'  cr)  —  r/i"  =  0, 

et  peuvent  s'écrire  : 

abc  /i* 


p       q       r       ap  ■{■  bq  i-  cr 

Mais  h  cause  de  A*  =  a*+6*  +  c*,  la  dernière  de  ces  relations 
peut  se  déduire  des  deux  premières,  en  sorte  qu'on  n'a  en  défini- 
tive que  les  trois  conditions 

<26)  {  ?  =  5  =  £. 

p       q       r 

3i 


i 
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Cette  discussion  montre  qu'il  existe  une  infinité  de  valeurs 
des  constantes  a,  6,  c,  p,  9,  r^  s  et  ^  pour  lesquelles  les 
expressions 

u=p  ces  (st  —  ax  —  by  —  cz  —  ç), 
(22')  r  =  g  ces  (st  —  ax  —  by  —  cz  —  9), 

w  =  r  ces  {st  —  ax  —  by  —  cz  —  o), 

satisfont  aux  équations  indéfinies. 

Par  exemple  on  trouvera  dans  la  première  hypothèse  une 
infinité  de  mouvements  simples  possibles  en  prenant  arbitraire- 
ment a,  6,  c  et  ç,  en  imposant  ensuite  à  p,  5^,  r  la  condition (23) 

ap  +  6q  +  cr  =  0, 

et  en  déterminant  s  par  Téquation  (25). 

Dans  la  seconde  hypothèse,  on  pourra  prendre  arbitrairement 
a,  6,  c  et  y;  jD,  g  et  r  devront  satisfaire  alors  aux  conditions  (26) 

p      q       r 

et  s  sera  déterminé  par  Téquation  (24). 

D'après  la  théorie  des  petits  mouvements,  on  obtiendra  des 
mouvements  également  admissibles  et  d'une  nature  plus  complexe 
par  la  superposition  de  ces  mouvements  simples.  Quel  est,  parmi 
ces  différents  mouvements  possibles,  celui  qui  se  produira  effec- 
tivement? On  conçoit  que  pour  résoudre  cette  question  il  faudrait 
faire  intervenir  d'abord  les  équations  à  la  surface^  et  constater  si 
elles  peuvent  être  vérifiées  par  un  système  de  valeurs  achevant 
de  déterminer  les  constantes  qui  restent  encore  indéterminées 
dans  la  question. 

Ensuite,  on  devrait  tenir  compte  également  des  conditions  ini- 
tiales pour  chaque  point,  c'est-à-dire  des  déplacements  initiaux 

(^*i)o)  (^i)o>  (^^i)oî---  ®^  aussi  des  vitesses  initiales  (-jp)  ,  (-^*)  ' 

( —j-M  ....,  si  les  points  étaient  supposés  animés  au  temps  t^  de 
certaines  vitesses. 
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*24ll.  IVature  des  mouvements  vibratoires 
simples  précédemmeiit  défluls  |  ondes  planes  | 
vitesse  de  propagation  |  vibrations  longitudinales 
et  transversales.  —  Cherchons  actuellement  à  nous  rendre 
compte  de  la  nature  des  mouvements  vibratoires  simples  défi- 
nis par  les  équations  (22'). 

Remarquons  d^abord  que  dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de 
Pj  q^r  étant  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  système  dans  un 
môme  mouvement  simple,  le  mouvement  d'un  point  quelconque 
est  rectiligne  et  parallèle  à  une  direction  fixe,  puisque 


— —  • 

r 


Considérons  le  plan 


(P) 


ax  -{-  by  '\- cz  =  Oy 


mené  par  Torigine  :  sa  direction  est  invariable  pour  un  même 


mouvement  simple,  et  la  distance  mp  ou  8  d'un  point  m  [œ,  y,  z) 
à  ce  plan,  a  pour  expression  : 


8  = 


ax-\-by  '\-  cz  _  gjc  +  h\j  -f  cz 
V^a*  +  i>*  4-  c*  ~  ^ 


Les    équations 
s'écrivent  : 


(220    ^^    l'oi^    introduit    cette    distance   8, 

u  =  p  (ces  Bt  —  h5  —  <p), 
13  =  q  cos  («i  —  /i8  —  9), 
w  =  r  cos  (sf —  hZ — <?), 
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et  sous  cette  forme  elles  montrent  qu'à  un  instant  donné  le 
déplacement  est  le  même  pour  tou^  les  points  situés  à  la  mime 
distance  \  du  plan  F  ou  à  une  distance  déterminée  par 
l'expression  générale 


2Kr. 
h 


5=— r~  +  ^Qf 


c'est-à-dire  pour  tous  les  points  appartenant  à  une  série  de  plam 

Ooî  Qi)  Qv"  parallèles  au  plan  P  et  équidistants  entre  eux. 

De  là  la  dénomination  de  mouvement  par  ondes  planes  donnée 

aux  mouvements  vibratoires  simples  dont  nous  avons  reconnu  la 

possibilité. 

2x 
L*espacement  ^  des    ondes   planes    parallèles  s  appelle  la 

longueur  d'ondulation. 

On  remarquera  encore  que  le  mouvement  de  chaque  point  est 
périodique^  c'est-à-dire  que  le  déplacement  d'un  point  est  le 

même  lorsque  le  temps  s'accroît  de  — 

Cette  période  commune  à  tous  les  déplacements  dans  un  même 
mouvement  simple  s'appelle  durée  de  la  vibration. 

Enfin  le  déplacement  que  prennent  tous  les  points  d'un  plan 
0  (S)  à  une  époque  t  est  le  même  que  celui  des  points  d'un  plan 
Q'  (o'j  à  une  époque  t\  si 

jf'— ./i8'  =  s/  — /i8, 

c'est-à-dire  si  la  variation  df  —  5  ou  AJ  est  liée  à  la  variation 
t'  —  *  ou  Ai  par  la  relation 

àt  "T 

Ainsi,  si  un  plan  Q  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  lui-même 

et  au  plan  P,  avec  une  vitesse  de  translation  égale  à  y,  les 

à 

déplacements  des  points  du  solide  appartenant  à  ce  plan  à  un 
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instant    quelconque   sont   constamment   les   mêmes.   C'est   ce 
qu'on  exprime  en  disant  que  Tonde  plane  se  déplace  avec  une 

s  s 

vitesse  ->  ou  que  la  vitesse  de  propagation  de  Vonde  est  ^• 


Si  les  constantes  ont  été  choisies  de  manière  à  satisfaire  à  la 
condition 

la  vitesse  de  propagation  est  donnée  par  la  formule  : 


(i> 


h    V    p 


Dans  ce  cas  d'ailleurs  les  vibrations,  qui  ont  une  direction 
normale  au  plan  de  Tonde,  puisque 

?  =  5^  =  -, 
a      b      c^ 

s'exécutent  dans  la  direction  même  de  leur  vitesse  de  propa- 
gation. 

Elles  sont  dites  longitudinales  :  les  vibrations  longitudinales 
étant  toutes  parallèles  entre  elles  sont  dites  polarisées. 

Si  les  constantes  au  contraire  sont  assujetties  à  annuler  la 
quantité  ap  +  bq-^-  cr^  la  condition 

ap  +  64  +  cr  =  0 

exprime  (d*après  la  proportionnalité  de  Uy  v,  w  kp,  9,  r)  que  la 
direction  du  mouvement  vibratoire  est  parallèle  au  plan  de 
Tonde. 

Ces  vibrations  sont  dites  transversales.  Leurs  directions 
peuvent  être  quelconques  d'ailleurs,  pourvu  qu'elles  soient  paral- 
lèles au  plan  P. 

Dans  ce  cas,  la  relation 

|tM— p«*  =  0 
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donne  pour  la  vitesse  de  propagation,  l'expression  : 


co 


h       Vp 


On  peut  remarquer  encore  que  dans  ce  dernier  cas  la  dilatation 

cubique 

^      du  ,  dv  ,  dw      ,      ...      \    •     I 
^  =  dï  +  d^+dI  =  <^P  +  *^  +  '^)""* 

est  constamment  nulle  :  ainsi  la  densité  du  milieu  ne  se  trouve 
pas  modifiée  par  Teflfet  des  vibrations  transversales. 

D'ailleurs,  pour  les  deux  espèces  de  vibrations  que  nous  venons 
de  définir,  les  vitesses  de  propagation  ne  renferment  que  les 
coeflBcients  X,  [a,  p  dans  leurs  expressions  et  sont  indépendantes 


2x 


par  conséquent  de  la  durée  —  et  de  Tamplitude  \/p*  +  ?*  +  '^ 
des  vibrations. 


SOLIDES  NATURELS 

2412.  Déflnition  des  solides  naturels.  —  Nous  avons 
vu  dans  les  précédents  chapitres  que  le  solide  matériel  ne  pou- 
vait être  conçu,  même  théoriquement,  que  comme  cas  limite 
d'un  système  matériel  infiniment  peu  déformable  :  nous  avons 
reconnu  que,  sous  l'influence  des  forces  tant  intérieures  qu'exté- 
rieures agissant  sur  les  différents  points  d'un  pareil  système,  des 
déformations  devaient  se  produire,  et  nous  avons  établi  certaines 
lois  régissant  ces  déformations  ainsi  que  les  tensions  et  les 
mouvements  vibratoires  qui  en  sont  la  conséquence. 

Dans  les  coiys  naturels,  que  la  Physique  étudie  sous  le  nom  de 
solides,  les  déformations,  au  lieu  d'être  infiniment  petites,  sont 
simplement  petites,  et  l'expérience  a  fait  reconnaître  qu'elles 
peuvent,  selon  la  nature  de  ces  solides,  disparaître  complètement 
lorsque  les  forces  qui  les  ont  produites  cessent  d'agir,  ou  bien, 
au  contraire,  persister  plus  ou  moins  et  devenir  permanentes  : 
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dans  le  premier  cas,  le  solide  est  dit  élastique;  il  est  dît  mou 
dans  le  second. 

Pour  transporter  ces  faits  d^observation  dans  le  domaine  de  la 
théorie  et  pour  préciser  les  définitions  précédentes,  nous  appel- 
lerons solide  parfaitement  élastique  un  solide  dans  lequel  on 
admet  que  les  mouvements  vibratoires  tendent  rapidement  k 
8*éteindre  lorsque  les  forces  perturbatrices  disparaissent,  en 
sorte  qu'au  bout  d*un  temps  très  court  —  infiniment  court  à  la 
limite  —  tous  les  points  reprennent  les  uns  par  rapport  aux 
autres  une  situation  identique  à  celle  qu'ils  occupaient  primiti- 
vement. Nous  dirons  au  contraire  qu'un  solide  est  parfaitement 
mou  si ,  au  moment  où  les  forces  perturbatrices  cessent  d'agir, 
les  différents  points  sont  supposés  rester  en  équilibre  dans  les 
nouvelles  situations  qu'ils  ont  prises. 

On  donne  généralement  le  nom  de  solides  naturels  aux  solides 
qu'on  étudie  en  Mécanique  dans  ces  deux  hypothèses. 

CHOC  DES  SOLIDES  NATURELS 

243.  Défliiltloii  du  choc.  —  Sans  préciser  absolument 
la  forme  de  la  fonction  <p  (r)  qui  exprime  (S  54)  l'action  mutuelle 
de  deux  points  matériels  en  fonction  de  leur  distance,  on  admet 
que  dans  les  solides  naturels  cette  fonction  est  de  telle  nature 
que  l'action  réciproque  de  deux  points,  assez  faible  pour  pouvoir 
être  négligée  quand  la  distance  conserve  une  grandeur  appré- 
ciable, devient  répulsive  et  très  considérable  lorsque  les  points 
se  rapprochent  jusqu'à  devenir  très  voisins. 

Gela  posé,  si  deux  solides  naturels,  d'abord  éloignés  l'un  de 
l'autre,  se  rapprochent  par  l'effet  de  leur  mouvement  et  tendent 
à  se  pénétrer,  il  se  produit  entre  eux  un  choc;  les  actions  mutuelles 
des  points  des  deux  solides  qui  arrivent  à  être  voisins  deviennent 
à  un  moment  donné  appréciables,  puis  rapidement  très  grandes 
et  assimilables  à  des  percussions  ayant  pour  effet  de  modifier 
brusquement  le  mouvement  des  deux  solides  (S  1S4I). 

Ces  percussions  résultant  d'ailleurs  de  forces  intérieures  pour 
le  système  matériel  formé  par  l'ensemble  des  deux  solides,  on 
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n'aura  pas  en  tenir  compte  dans  Tapplicàtion  à  ce  système  des 
théorèmes  où  les  forces  intérieures  ne  figurent  pas. 

Ainsi,  pendant  la  durée  du  choc,  il  n'y  aura  pour  l'ensemble 
des  deux  solides  aucune  variation  brusque  ni  dans  la  somme 
géométrique  des  quantités  de  mouvement ,  ni  dans  le  moment 
résultant  de  ces  quantités  de  mouvement  relativement  à  un  point 
quelconque. 

Au  contraire,  les  théorèmes  où  figurent  les  forces  intérieures 
devront  être  appliqués  en  tenant  compte  des  réactions  du  choc 
et  en  faisant  abstraction  des  forces  extérieures,  négligeables  à 
côté  des  percussions  :  par  exemple,  dans  l'équation  des  forces 
vives,  on  n'aura  à  inscrire  que  les  travaux  des  réactions  mutuelles 
des  points,  représentées  au  signe  près  par  le  potentiel  S^(r)  où  le 
signe  j^  doit  être  étendu  à  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux 
des  points  du  système  ;  l'équation  des  forces  vives  pendant  la 
durée  du  choc  sera  donc 

^  j^  mu*  +  j^  ^/  (r)  =  constante. 

2414.  Théorème  de  Carnot.  —  Perte  de  forée  vive 
dans  le  eas  de  solides  parfaitement  mous.  —  Soient 

A  et  B  les  deux  solides  qui  viennent  se  choquer.  Pendant  un 
instant  très  court  0,  les  points  des  deux  solides  exercent  les  uns 
sur  les  autres  des  réactions  très  grandes  assimilables  à  des  per- 
cussions; leurs  vitesses  se  trouvent  brusquement  modifiées  et 
des  déformations  se  produisent.  Si  nous  supposons  les  solides 
parfaitement  mous,  ces  déformations  ont  pour  effet  de  déterminer 
un  nouvel  état  d'équilibre  dans  lequel  les  percussions  ont  disparu, 
les  deux  solides  formant  à  cet  instant  un  système  unique  de 
forme  invariable. 

Désignons  par  P  la  percussion  appliquée  &  un  point,  par  V,  la 
vitesse  de  ce  point  à  l'instant  où  le  choc  se  produit,  par  V^  celle 
qu'il  a  prise  au  moment  où  les  réactions  du  choc  ont  cessé 
d'exister:  on  aura  (S  VO) 
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OU 

en  appelant  W  la  différence  géométrique  des  vitesses  V^  et  V^. 

L'équation  (1)  exprime  qu'il  y  a  équilibre  pour  chaque  point 
entre  la  quantité  de  mouvement  perdue  et  la  percussion  P. 

Nous  pouvons  exprimer  cet  équilibre  par  le  théorème  du  tra- 
vail virtuel,  en  attribuant  à  chaque  point  du  système  un  déplace- 
ment virtuel  arbitraire.  Mais  si  nous  choisissons  pour  ce  dépla- 
cement celui  qui  résulte  pour  chaque  point  de  la  vitesse  V^  ce 
dernier  déplacement  étant  par  hypothèse  un  déplacement 
d'ensemble^  les  percussions  P  qui  sont  deux  à  deux  égales  et 
opposées  à  la  manière  des  forces  intérieures  fourniront  pour 
l'ensemble  du  système  un  travail  nul,  et  il  ne  subsistera  par 
conséquent  dans  l'équation  du  travail  virtuel  que  le  seul  travail 
dû  aux  quantités  de  mouvement  mW.  Ce  travail  sera  pour  un 
point  m,  en  désignant  par  les  lettres  mi- 
nuscules les  grandeurs  des  vitesses  W 
et  V„  Vi 

mwuj  cos  (W,  Vi)  dty 

-        Vo 

c'est-à-dire 

en  appelant  pq  la  projection  de  W  sur  Vj  ;  et  pour  l'ensemble  du 
système,  on  aura  : 

Mais,  dans  le  triangle  mnq  formé  par  les  trois  vitesses  V^,,  V^ 
et  W,  on  a  : 

d'où 


490  COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 

et  par  suite  l'équation  du  travail  virtuel  deviendra  : 

Le  théorème  de  Camot  est  l'expression  de  cette  égalité.  Il  peut 
s'énoncer  en  disant  que  la  somme  des  forces  vives  après  le  choc 
des  solides  parfaitement  mous  est  égale  à  la  som/me  des  forces 
vives  avant  le  choc^  dim,inuée  de  la  somme  des  forces  vives  dues 
aux  vitesses  perdues, 

245.  Choc  de  deux  solides  sphériiiaes.  —  Etudions 
le  cas  très  simple  du  choc  de  deux  solides  sphériques  S  et  S', 
animés  de  mouvements  de  translation  qui  font  parcourir  la  même 
droite  XX  à  leurs  centres. 

Soient  m  et  m'  les  masses  des  deux  sphères,  v  et  v  leurs 

vitesses.  Nous  sup- 
poserons ces  vitesses 
dirigées  dans  le  sens 
de  la  flèche  et  v  su- 
périeur à  v\  de  sorte 
qu'à  un  moment 
donné  le  choc  des  deux  sphères  devra  se  produire. 

En  raison  de  la  symétrie  du  système  autour  de  la  ligne  des 
centres,  le  mouvement  de  ces  centres  continuera  à  s'effectuer 
suivant  la  droite  XX  et  le  mouvement  de  chaque  sphère  sera, 
après  comme  avant  le  choc,  une  translation  suivant  cette  droite. 
Les  réactions  qui  se  produisent  au  moment  du  choc  entre  les 
points  des  deux  sphères  doivent  avoir  pour  résultat  de  ralentir  la 
vitesse  de  la  sphère  S  et  d'accélérer  celle  de  la  sphère  S',  et  cet 
effet  se  continuera  jusqu'au  moment  où  les  deux  sphères,  ayant 
pris  une  vitesse  commune  u,  n'auront  plus  de  tendance  à  se 
pénétrer. 

L'application  du  théorème  des  quantités  de  mouvement  permet 
de  déterminer  très  simplement  cette  vitesse  commune. 

En  effet,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  qui  sont  tontes 
parallèles  à  XX  devant  rester  constante,  puisqu'il  n'y  a  pas 


r 
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de  forces  extérieures  agissant  sur  le  système  des  deux  sphères, 
on  aura: 

(m  +  m*)u  =  mv  +  m'v% 
d'où 


(i) 


U=: 


mv  +  m'y' 
m  +  m' 


A  ce  moment,  la  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  système 
et  déterminée  par  le  théorème  de  Camot  doit  être 


i[m(î5-u)«  +  m'(u~u')«l 


c'est-à-dire,  d'après  la  valeur  de  u  et  après  réduction, 

1     mm'    ,         -., 

résultat  confirmé  d'ailleurs  par  le  calcul  direct  de  la  différence 

i  1 

^  {mv*  +  mV*)  —  ô  (^  +  ^')  ^* 

de  ces  deux  forces  vives. 

Â  partir  du  moment  où  les  deux  sphères  ont  pris  la  même 
vitesse,  les  choses  se  passent  différemment  suivant  la  nature 
attribuée  aux  solides. 

Si  l'on  suppose  ces  solides  parfaitement  mous,  les  déformations 
produites  deviennent  permanentes  et  le  système  des  deux  sphères 
continue  à  se  mouvoir  comme  un  solide  unique  avec  la  vitesse 
de  translation  u. 

Au  contraire,  si  les  deux  sphères  sont  supposées  parfaitement 
élastiques,  les  déformations  doivent  complètement  disparaître. 

Dans  ce  cas,  l'équation  des  forces  vives 


-  V  mi?'  +  %  ^l*  (r)  =  constante 
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appliquée  à  toute  la  durée  dii  choc,  c'est-à-dire  depuis  Tinstant 
où  les  déformations  commencent  à  se  produire  jusqu'à  Tépoque 
où  ces  déformations  ont  complètement  disparu,  se  réduit  à 


(Sm»«-Sm»î)  =  0. 


En  effet,  pendant  cet  intervalle  de  temps  très  court,  le  travail 
des  forces  extérieures,  qui  est  en  général  négligeable,  est  rigou- 
reusement nul  dans  le  cas  actuel,  puisque  ces  forces  n'existent 
pas,  et  la  somme  ^^  (r)  qui  représente  le  travail  total  des  forces 
intérieures  se  compose  de  trois  termes  provenant  : 

1®  Des  actions  mutuelles  des  points  de  la  sphère  S  ; 

2*  Des  actions  mutuelles  des  points  de  la  sphère  S'  ; 

3®  Des  actions  des  points  de  la  sphère  S  sur  ceux  de  la 
sphère  S'  et  des  réactions  correspondantes. 

Or,  les  deux  sphères  étant  supposées  reprendre  exactement 
après  le  choc  leur  forme  primitive,  les  deux  premiers  termes 
doivent  être  nuls,  et  il  doit  en  être  de  même  du  troisième,  puis- 
qu'aux  époques  limites  entre  lesquelles  on  applique  l'équation, 
les  sphères  sont  assez  éloignées  pour  que  les  réactions  entre 
leurs  points  soient  négligeables  ainsi  que  le  potentiel  qui  fournit 
par  ses  dérivées  les  valeurs  de  ces  réactions.  Si  donc  nous  dési- 
gnons par  w  et  w  les  vitesses  prises  par  les  deux  sphères 
lorsqu'elles  se  séparent,  on  aura  par  l'équation  des  forces  vives: 

D'autre  part,  l'équation  des  quantités  de  mouvement  qui  ne 
cesse  pas  d'être  applicable  donne  entre  w  et  m/  la  seconde 
relation 

(3)  mw  +  m'w'  =  mîJ  + m't?'. 

Les  équations  (2)  et  (3)  peuvent  s'écrire  ; 

m  (w* — v')  =  m'  {v'*  —  w"), 
m  (w  — V  )  =  m[  (u'  — w'), . 
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et,  en  les  divisant  membre  à  membre,  on  trouve 


c'est-à-dire 
(4) 


w  +  U  =  t)'  +  w', 


w— w'  =  u' — V. 


On  tire  sans  difficulté  des  équations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de  w 
et  ta  qui  sont  : 


(5) 


(m  —  7n')v  4-  2m'i?' 

W=  i- ; 

{m!  —  m)  v'  -f  2  fnv 


W  = 


m  +  m' 


Supposons  comme  cas  particulier  les  deux  sphères  de  masses 
égales  et  la  sphère  S'  au  repos,  les  valeurs  dewetu/  se  rédui- 
ront alors  à 

w  =  0, 

Ainsi,  le  choc  dans  ce  cas  produira  l'arrêt  de  la  sphère  S  qui 
communiquera  à  la  sphère  S'  sa  vitesse.  Si  la  sphère  S' rencon- 
trait à  son  tour  une  troisième  sphère  S"  égale  aux  précédentes  et 
au  repos,  elle  lui  transmettrait  par  choc  sa  vitesse  v  et  ainsi  de 
suite. 

On  réalise  expérimentalement  ces  conditions  en  suspendant 
une  série  de  billes 
pesantes  et  égales 
A,B,C,D,E  à  côté 
les  unes  des  autres, 
comme  l'indique  la 
figure. 


ôôôô 

B     C     J>      E 


o 


Si  l'on  écarte  la 
première  bille  Â  et 
qu'on  la  laisse  re-  A 
tomber  ensuite,  elle 
vient  choquer  la  bille 
suivante  B  avec  une  certaine  vitesse  horizontale  v  qu'elle  lui 
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transmet  et  que  celle-ci  transmet  à  son  tour  à  la  bille  G  et  ainsi 
de  suite  ;  cette  vitesse  v  se  trouve  communiquée  finalement  et 
intégralement  à  la  bille  extrême  E,  ce  que  Ton  constate  en  véri- 
fiant que  cette  bille  s'élève  dans  son   mouvement  pendulaire 

jusqu'à  une  position  E'  correspondant  à  une  hauteur  A  =  0" 

égale  à  la  hauteur  de  chute  de  la  bille  A. 

Examinons  encore  le  cas  où  la  masse  m'  de  la  sphère  S' sup- 
posée immobile  deviendrait  infiniment  grande  par  rapport  à  la 
masse  m  de  la  sphère  S.  Alors,  m  étant  négligeable  à  côté  de  m', 
les  formules  (1)  et  (5)  se  réduisent  à 

u  =0, 

%v  =  —  V, 
w'  =  0. 

On  voit  que  la  sphère  S'  ne  sortira  pas  du  repos,  tandis  que  la 
sphère  S  sera  animée  finalement  d'une  vitesse  égale  et  de  sens 
contraire  à  celle  qu'elle  possédait  avant  le  choc  :  c'est  ce  qu*on 
exprime  en  disant  qu'il  y  a  réflexion  du  corps  choquant  sur  le 
corps  choqué. 

CONTACT  DES  SOLIDES  NATURELS 

td^kS.  1°  Gllssemeiit.  —  Coefficient  de  frottement.  — 

Lorsque  deux  corps  solides  sont  en  contact  et  qu'on  cherche  à  les 
déplacer  tangentiellement  l'un  par  rapport  à  Tautre,  on  éprouve 
en  général  une  résistance  ;  cette  résistance  augmente  avec  l'effort 
qu'on  fait  pour  la  vaincre,  mais  elle  ne  dépasse  pas  une  certaine 
limite  au  delà  de  laquelle  le  glissement  se  produit.  On  a  donné  le 
nom  de  frottement  au  départ  ou  d'effort  de  démarrage  à  cette 
résistance  limite,  qui  se  montre  d'autant  plus  grande  que  les 
corps  en  contact  sont  plus  mous  et  que  la  pression  qui  les  appuie 
l'un  contre  l'autre  est  plus  considérable.  A  partir  du  moment  où 
le  glissement  commence,  une  résistance  tangentielle  continue  à 
s'exercer  sur  les  corps  qui  glissent,  mais  elle  est  en  général  plus 
faible  que  la  limite  précédente,  et  de  récentes  expériences  sem- 
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(fig.  l> 


blent  indiquer  qu'au  lieu  d'être  constante,  comme  on  Tavait  sup- 
posé d'abord,  elle  varie  avec  la  vitesse  relative  des  deux  solides, 
Tun  par  rapport  à  l'autre  (*).  On  donne  le  nom  de  frottement 
pendant  le  mouvement  à  cette  résistance  variable. 

On  s'explique  assez  bien  ces  résultats  dans  le  cas  de  deux 
solides  se  touchant  par  un  point  unique,  en  observant  que  la 
déformation  qui  se  produit  dans  les 
deux  corps  au  voisinage  de  leur  point 
de  contact,  a  pour  effet  de  les  aplatir 
légèrement,  comme  l'indique  la  figure 
ci-contre,  et  de  transformer  ainsi  le 
caractère  du  contact  qui,  au  lieu  de 
s'exercer  sur  le  point  unique  a  (fig.  1), 
se  produira  sur  toute  une  portion  de 
surface  voisine  de  ce  point  (fig.  2). 
Dès  lors,  on  conçoit  que  le  solide  B 
ne  puisse  glisser  sur  le  solide  A  sup- 
posé fixe  sans  déformer  les  nouvelles  portions  de  ce  solide 
qu'il  viendra  toucher.  De  là  une  résistance  à  vaincre  d'autant 
plus  considérable  que  la  déformation  est  plus  grande,  c'est-à- 


(fig.  2) 


(*]  Des  dernières  expériences  faites  par  M.  Marcel  Deprez  [Comptes  rendus 
de  C Académie  des  sciences  du  17  novembre  1884),  il  semble  résulter  que  le 
frollement  diminuant  d'abord  à  mesure  que  la  vitesse  augmente  atteint  un 
minimum  au  delà  duquel  ses  valeurs  iraient  de  nouveau  en  croissant.  Du 
reste,  comme  le  fait  remarquer  très  justement  M.  Collignon  {Traité  de  Méca^ 
nique,  X.  III,  §  367),  la  loi  qui  lie  le  frottement  à  la  vitesse  doit  être  extrê- 
mement complexe  :  car,  dépendant  des  déformations  mutuelles  des  corps  en 
contact,  elle  doit  varier  suivant  l'élasticité  et  la  forme  de  ces  corps.  11  est 
évident  aussi  que  la  résistance  doit  être  plus  faible  lorsque  la  déformation 
produite  se  conserve  pendant  le  glissement,  comme  cela  a  lieu  par  exemple 
dans  le  cas  d'un  anneau  circulaire  glissant  sur  une  couronne  fixe,  et  plus  forte 
au  contraire  lorsque  cette  déformation  disparaît  au  point  où  le  contact  cesse 
pour  se  transporter  au  point  voisin  où  le  contact  se  produit,  comme  dans  le  cas 
d'un  patin  glissant  sur  un  plan  fixe.  Enfin  il  faut  tenir  compte  également,  dans 
ce  dernier  cas,  de  la  durée  pendant  laquelle  le  contact  s'exerce.  Si  cette  durée 
est  très  courte,  les  déformations,  n'ayant  pas  le  temps  de  se  produire  complète- 
ment, seront  moins  profondes,  bien  que  les  pressions  restent  les  mêmes.  Cette 
dernière  considération  tendrait  à  faire  supposer  que,  dans  le  cas  d'une  défor^ 
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dire  que  la  pression  est  plus  forte  et  que  les  solides  sont  plus 
mous. 

Mais  cette  explication  ne  suffit  pas  pour  rendre  compte  des 
phénomènes  du  frottement  d'une  façon  générale,  car  elle  ue 
s'applique  pas  au  cas  où  la  déformation  se  produit  sur  toute  une 
surface  de  contact  et  affecte  un  caractère  permanent,  ainsi  que 
cela    a  lieu  par    exemple    lorsqu'un  anneau  A, 
tourne  avec  frottement  sur  une  tige  fixe  B.  On 
doit  donc  admettre  qu'en  dehors  de  la  défor- 
mation,  le   déplacement   tangentiel   des   molé- 
^      cules  du  corps  qui  glisse  ne  peut   s'effectuer 
sans  communiquer  aux  molécules  voisines  du 
corps  fixe  des  déplacements  qui  prennent  sans 
doute  le  caractère  de  mouvements  vibratoires  et  auxquels  on 
doit  attribuer  les  phénomènes  calorifiques  et  électriques  déve- 
loppés par  le  frottement  ;    c'est  dans   la  production    de   ces 
mouvements  vibratoires  que    la   majeure  partie  de    l'effort  de 
frottement  doit  être  vraisemblablement  dépensée. 

Quoi  qu'il  en  soit,  pour  transporter  aux  solides  naturels  de  la 
Mécanique  rationnelle  ces  propriétés  physiques  expérimentale- 
ment constatées  sur  les  corps  de  la  nature,  on  admet  que  lorsque 
deux  solides  naturels  en  contact  tendent  &  se  déplacer  tangeu- 
tiellement  l'un  par  rapport  à  l'autre,  deux  réactions  tangentielles 
égales  et  opposées  se  développent  aux  points  de  contact,  affec- 
tant respectivement  chacun  des  deux  solides  et  de  direction 
contraire  pour  chaque  solide  au  déplacement  relatif  que  ce  solide 
tend  &  prendre.  Ces  forces  sont  supposées  grandir  au  fur  et  à 
mesure  que  la  tendance  au  glissement  s'accentue  jusqu'au  moment 
où   elles  atteignent  une   grandeur  limite,  proportionnelle  à  la 


malion  mobile,  le  frottement  doit  Être  d'autant  plus  faible  qoe  la  vilesn 
est  plus  grande.  Bien  d'autres  élémeals  iatervienuent  encore  dans  rétnd« 
pratique  du  glissement,  le  graissage  par  exemple,  c'est-à-dire  l'interposiiJOD 
entre  les  solides  eu  contact  d'un  corps  plus  ou  moins  liquide  ou  visqueui: 
mais  l'examen  de  ces  questions  rentre  dans  le  domaine  de  la  Mécanique 
appliquée,  et  nous  n'avons  pas  à  les  aborder  dans  ce  Cours. 
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réaction  normale  des  deux  solides  Tun  sur  l'autre  au  point  consi- 
déré et  à  un  coefficient  /",  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  coefficient 
de  frottement  et  qui  varie  d'un  solide  à  un  autre,  mais  qu'on 
suppose  toujours  constant  pour  deux  mêmes  solides  en  contact. 

Au  moment  où  le  glissement  se  produit,  la  résultante  des 
.  réactions  tangentielle  et  normale  appliquées  au  point  de  contact 
est  donc  une  certaine  force  R,  qui  doit  faire  avec  la  normale  un 
angle  ç  dont  la  tangente    trigonométrique  est 
égale  à  f.  • 

Cet  angle  #9,  indépendant  de  la  valeur  de  N, 
est  dit  angle  de  frottement. 

Si  les  solides  se  touchent  par  plusieurs  points, 
les  mêmes  considérations  seront  applicables  à 
chacun  de  leurs  points  de  contact.  y*JV 

Pour  tenir  plus  exactement  compte  des  phéno- 
mènes physiques  observés  que  nous  rappelions  plus  haut,  on 
attribue  quelquefois  au  coefficient  f  une  seconde  valeur  plus 
faible  /*,,  applicable  à  partir  du  moment  où  le  glissement  se 
produit.  Mais,  dans  les  problèmes  que  nous  traiterons  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  ces  deux  valeurs  f  et  f^ 
confondues. 

24*7.  Z^  Roulement.  —  €3oeffl[eleiftt  de  péslfiitanee  au 

roulement.  —  Il  peut  se  faire  qu'au  lieu  d'un  glissement  simple ^ 
c'est-à-dire  d'une  translation  tangentielle  de  l'un  des  solides  par 
rapport  à  l'autre,  il  se  produise  un  roulement  simple^  c'est-à- 
dire  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  de  contact. 
Enfin,  le  mouvement  pourra  se  composer  encore  d'un  roule- 
ment et  d'un  glissement  simultanés. 

Pour  que  le  roulement  simple  soit  géométriquement  possible^ 
il  faut  évidemment  que  les  solides  ne  se  touchent  que  par  un 
point  unique  ou  par  des  points  tous  situés  sur  l'axe  instantané  de 
rotation,  ce  qui  exige,  si  ces  points  sont  en  nombre  infini,  que  les 
deux  solides  soient  limités  par  des  surfaces  réglées*  C'est  ce  qui 
a  lieu  par  exemple  dans  le  cas  très  simple  d'un  cylindre  de 
révolution  posé  sur  un  plan. 

32 


1 


498 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


'ww?/mmj^?M//M 


ww/jTw/wifj»j>wjm/* 


En  général,  lorsqu'un  corps  solide  naturel  tend  à  rouler  sur 
un  autre  solide,  il  éprouve  certaines  résistances,  beaucoup  plus 
faibles  que  pour  le  glissement,  mais  cependant  sensibles,  et  qui 
dépendent,  comme  dans  le  cas  du  glissement,  de  la  nature  des 
deux  corps,  de  leur  élasticité  et  de  la  pression  qui  les  appuie  Tun 
contre  l'autre. 

Ces  résistances  peuvent  être  encore  attribuées  à  une  déforma- 
tion produite.  Le  phénomène  devient  sensible  dans  certains  cas, 
par  exemple  pour  un  rouleau  pesant  roulant  sur  un  sol  horizontal 

un  peu  mou.  On  cons- 
tate qu'il  se  forme  en 
avant  du   rouleau  une 
sorte  de  bourrelet,  tan- 
dis que  derrière  le  rou- 
leau   le    sol    conserve 
l'empreinte  de  la  com- 
pression produite. 
Ce  qui  se  passe  visiblement  dans  ce  cas  peut  donner  une  idée 
des  déformations  beaucoup  moins  appréciables,  mais  du  même 
genre,  qui  doivent  se  produire  lorsque  les  solides  en  contact  sont 
plus  résistants. 

Pour  tenir  compte  dans  la  théorie  de  ces  faits  d'expérience,  on 
admet  que  dans  le  roulement  d'un  solide  naturel  B  sur  un  autre 

,  solide  A  supposé  fixe,  In 

réaction  R,  agissant  sur 
le  solide  B  au  lieu  d'être 
appliquée  au  point  de 
contact  c  et  dirigée  sui- 
vant la  verticale;  est  re- 
portée en  un  point  rf 
situé  un  peu  en  avant 
de  c  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  ro- 
tation et  dirigée  normalement  à  la  surface  de  B  en  ce  point  à.  Par 
l'eflfet  de  ce  déplacement,  le  moment  |de  la  réaction  par  rapport 
à  Taxe  de  rotation  projeté  en  c,  au  lieu  d'être  nul,  devient  égal  -^ 
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Ncft  +  Tch,      . 

en  appelant  T  et  N  les  composantes  de  R  suivant  la  tangente  et 
la  normale  en  c.  Mais  ch  étant  à  la  limite  infiniment  petit  du 
second  ordre,  si  le  point  d  est  assez  voisin  de  c,  le  second  terme 
est  négligeable  à  côté  du  premier  ;  supprimons  donc  ce  terme  et 
désignons  par  S  la  distance  ck.  L'hypothèse  que  nous  avons  faite 
aura  donc  pour  effet  d'introduire  dans  Téquation  des  moments 
relative  à  Taxe  instantané  de  rotation  du  solide  un  terme  5N 
opposé  à  la  rotation. 

C'est  ce  terme  8N  qui  représente  la  résistance  au  roulement, 
et  le  facteur  S  est  le  coefficient  de  cette  résistance,  coefficient 
qui  pourra  varier  suivant  la  nature  des  solides  considérés. 

Remarquons  que  si  le  contact  avait  lieu  en  plusieurs  points  de 
l'axe,  ce  que  nous  avons  dit  pour  le  point  c  devrait  être  répété 
pour  chacun  de  ces  points  :  la  résistance  au  roulement  serait 
représentée  alors  par  8.  j^N,  en  supposant  que  le  coefficient  ^  ait 
aux  différents  points  de  contact  la  même  valeur. 


SOLUTION  DE  QUELQUES  PROBLÈMES  SUR  LE  GLISSEMENT 
ET  LE  ROULEMENT  DES  SOLIDES  NATURELS 


Nous  compléterons  l'étude  précédente  en  appliquant  à 
la  solution  de  quelques  problèmes  très  simples  les  hypothèses 
théoriques  qui  viennent  d'être  énoncées  ;  dans  ces  problèmes, 
que  nous  avons  choisis  de  manière  à  présenter  des  types  variés 
de  questions  de  ce  genre,  nous  considérerons  toujours  la  résistance 
au  roulement  comme  négligeable,  et  nous  ne  tiendrons  pas 
compte  non  plus  de  la  différence  qui  existe  entre  le  frottement 
pendant  le  mouvement  et  le  frottement  au  départ. 

Premier  problème.  —  Glissement  d'un  solide 
pesant  sur  un  plan  ineliné.  —  Un  solide  pesayit  auquel, 
pour  plus  de  simplicité^  nous  supposerons  la  forme  d'un  parai- 
lélipipède  rectangle^  est  posé  sur  un  plan  faisant  un  angle  a 
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avec  le  plan  horisontal.  On  demande  quelle  doit  être  lavaUw 
de  a  poto'  que  le  glissement  ait  lieu. 

Nous  admettrons  que  les  dimensiona  du  solide  parallèles  &  la 
ligne  de  plus  grande 
^jf  pente  du  plan  sont 

suffisantes  et  l'incli- 
naison du  plan  assez 
faible  pourqu'aucnn 
mouvement  de  bas- 
culement autonr  de 
l'arête    projetée  en 
b  ne  puisse  se  pro- 
duire. Dans  ces  con- 
ditîoDS,  le  seul  mou- 
vement possible  sera 
un  glissement  paral- 
lèle au  plan  incliné  et  si,  comme  la  figure  l'indique,  le  solide  est 
symétriquement  placé  par  rapport  à  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  qui  passe  par  le  centre  de  sa  base,  le  glissement  par 
raison  de  symétrie  devra  s'effectuer  parallèlement  à  cette  lipe. 
D'ailleurs,  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  solide  sont  : 
1°  La  pesanteur,  dont  l'action  peut  être  représentée  par  une' 
résultante  unique  P  appliquée  au  centre  de  gravité  G  du  solide  ; 
3°  Des  réactions  normales  dont  nous  désignerons  par  N  la 
résultante  ; 

3°  Des  réactions  tangentielles  qui  se  développent  au  fur  et  à 
mesure  que  la  tendance  au  glissement   augmente  et  dont  1» 
résultante  F  ne  peut  dépasser  la  valeur  fif,  si  l'on  désigne  par  f 
le  coefficient  de  frottement  relatif  aux  deux  surfaces. 
Décomposons  le  poids  P  en  deux  composantes  : 


Û  =  p  COS  tt. 


normale  au  plan  incliné,  et 

R  =  P  sin  a, 

dirigée  suivant  sa  ligne  de  plus  grande  pente. 


t 
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Le  mouvement  du  centre  de  gravité  devant  s'effectuer  suivant 
la  droite  6R  et  sous  Faction  de  la  résultante  de  translation  des 
forces  extérieures  appliquées  au  solide,  on  aura  d*abord  la 
^condition 

N  =  Q, 

ensuite,  pour  que  le  mouvement  ait  lieu,  il  faudra  que  la  com- 
posante R  soit  supérieure  à  la  limite  /*N  de  N,  d*où 

R  >  fQf 

•c'est-à-dire 

tgoi>  f. 

La  plus  faible  inclinaison  pour  que  le  glissement  du  solide 
soit  possible  est  donc  celle  qui  correspond  à  Vangle  du  frotte* 
iïïvent  f . 

On  peut  déduire  de  là  un  moyen  expérimental  assez  simple 
pour  déterminer  la  valeur  de  langle  9  relatif  à  deux  surfaces 
données.  Il  suffit,  en  effet,  de  réaliser  les  conditions  du  pro- 
blème précédent  en  s'arrangeant  pour  pouvoir  faire  varier  à 
volonté  rinclinaison  a;  on  augmentera  graduellement  cette 
inclinaison  jusqu'à  ce  que  le  glissement  se  produise,  et  la  valeur 
•correspondante  de  a  sera  la  valeur  cherchée. 

24IO.  Second  problème.  —  Mouvemeiit  avec  fk*ot» 
tement  d^n  point  pesant  snr  nn  plan  incliné.  — 

Dans  certains  problèmes,  on  remplace  fictivement  le  corps  frot- 
tant par  un  simple  point  matériel,  auquel  on  suppose  appliquée 
la  force  finie  de  frotte- 
ment, qui  résulte  en  réa-     A 
lité    de    la  composition 
d'un    nombre   infini    de 
forces    infinitésimales   ; 
nous     citerons     comme 
exemple  le  problème  sui- 
vant : 

Unpoint  matériel  m,  Icmcé  suivant  la  ligne  de  plus  grande 


'm 
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pente  AB  d'un  plan  faisant  un  angle  ol  avec  Vhori%ony  se  déplace 
avec  frottement  sur  ce  plan.  On  demande  quel  sera  le  mowmMnt 
du  point  m. 

Par  raison  de  symétrie,  le  point  ne  sortira  pas  de  la  droite  ÂB. 
Désignons  par  v^  sa  vitesse  initiale,  par  v  sa  vitesse  à  Tépoque  \ 
et  par  s  le  chemin  parcouru  à  cette  époque  sur  la  droite  ÀB,  dans 
le  sens  descendant  à  partir  de  la  position  initiale  m^. 

Si  Ton  suppose  d'abord  la  vitesse  \\  dirigée  de  haut  en  bas, 
Téquation  du  mouvement  du  point  m  sera  : 

(1)  m"TT5-  =  msr  sm«— mgf  cosa, 

ou  en  appelant  f  Tangle  de  frottement  correspondant  au  coeffi- 
cient f  : 

d*«         sin  (a  —  9) 
f»«      ^      ces  9 


L'intégration  de  cette  équation  donne 

,£»v                                     ds         .     sin  (a —9). 
2  i?  ou  ^7  =  ro  +  g  — ^ ty 

dt  ^       ^       008  9         ' 

Deux  cas  sont  à  distinguer  selon  que  a  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  ç.  Dans  la  première  hypothèse,  le  facteur  sin  (a — ç)  étant 
négatif,  on  voit  que  v  s'annulera  pour 


(4)  t=  "".'T' r 

^  gsm  (9— a) 

Â  partir  de  ce  moment,  Téquation  cesse  d*être  applicable^  et 
le  point  m  se  trouve  dans  la  situation  du  solide  d,u  problèmô 
précédent,  posé  sans  vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné  faisant 
avec  l'horizon  un  angle  inférieur  à  ç  ;  il  reste  donc  en  repos,  et 
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la  position  m,  qu'il  occupe  alors  est  donnée  par  la  valeur  de  s,  où 

l'on  remplace  t  par  — A-? — ^-  On  trouve  : 

grsm(<p  — a) 

f"\  vj      ces  O 


*      îgf  sin  (9—01) 

Si  l'angle  a  est  supérieur  à  7,  la  vitesse  ne  s'annule  jamais  et 
croit  au  contraire  d'une  façon  continue  ;  le  point  m  se  meut  indé- 
finiment dans  le  sens  AB« 

Supposons  actuellement  la  vitesse  initiale  dirigée  de  bas  en 
haut;  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  devront  être  modifiées  par  le 
changement  de  signe  de  v^  et  par  celui  du  terme  mgf  cosa  qui 
représente  le  frottement.  On  aura  donc  : 

ii'\  d'«  •        .      i,  sin(a  +  9) 

(1)  W^^d  S'^^  +  gfcosa  =  g—^-^. 

(2')  .  =  -..,  +,!ÎL^^ 

(3-)  ,=-V+g""^'+?>g. 

^  ^       ^       COS  9       2 

Dans  ce  cas,  la  vitesse  dirigée  d*abord  de  bas  en  haut  diminue 
et  s*annule  pour 

(4')  t  =  JL£25i«. 

flf  sm  la  +  ?) 

Â  partir  de  ce  moment,  l'équation  [l')  cesse  d'être  applicable. 
Si  l'angle  a  est  inférieur  à  ç,  le  mobile  restera  immobile  dans  la 
position  m,  qu'il  occupera  à  cette  époque  et  qui  est  déterminée 
par  la  valeur  de  s  : 

*^'  *»-      2</sin(ctH-9r 

Si  l'angle  a  est  supérieur  à  9,  le  point  mobile  partant  de  la  posi- 


^  » 
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tionm,  descendra  le  long  de  AB,  ^t  son  mouvement  s^effectuera 
conformément  aux  équations  établies  pour  le  mouvement  dirigé 
de  haut  en  bas. 

Dans  le  cas  où,  l'angle  a  étant  inférieur  à  Tangle  de  frottement f, 
le  mouvement  doit  aboutir  à  l'arrêt  du  mobile,  les  points  m, 
et  m,  qui  correspondent  aux  positions  d'arrêt,  peuvent  s'obtenir 
par  une  construction  géométrique  très  simple.  Élevons  au  point 

m^  une  verticale  m^h  égale  à 

•^  et  parle  point  h  menons 

deux  droites  hk^  hl  faisant 
avec  l'horizontale  l'angle  ç. 
Ces  deux  droites,  par  leur 
intersection  avec  AB,  dé- 
terminent les  deux  points 
m^  et  m,,  car  il  est  facile  de  vérifier  qu'on  a,  par  les  triangles 

_                  .       cos  9           r!      cos  b 
m.  nio  =  mo  h  -: ^ —  =  --2-  -: 1 — -y 

*  "         **     sm  (9  — a)       2g  sm  (?— a) 

,         cos  9  V\        cos  9 

*  •         "     sin(9H-aj       2g8m(9-fa) 

250.  Troisième  problème.  —  Glissement  et  bas- 
culement d'un  solide  pesant  sur  un  plan  borizontal 
sous  l'action  d'une  force  de  traction  horiacontale.  — 

•  Dans  certains  problèmes,  la  question  se  complique  par  ce  fait 
que  le  solide  dont  on  veut  étudier  le  mouvenjent,  tout  en  n'étant 
pas  libre,  peut  prendre  cependant,  selon  les  circonstances,  des 
mouvements  de  natures  différentes. 

Pour  en  donner  un  exemple  simple,  considérons  encore  le 
parallélipipède  rectangle  abcd  du  premier  problème,  mais  sup- 
posons-le placé  sur  un  plan  horizontal  H  H  et  soumis  à  une  force 
de  traction  horizontale  R  dirigée  parallèlement  aux  arêtes  ai,  cd 
et  appliquée  en  un  certain  point  I  de  la  verticale  du  centre  de 
gravité  G  :  nous  admettrons  d'ailleurs  que  ce  centre  de  gravité 
coïncide  avec  le  centre  de  figure  du  parallélipipède. 
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Dans  ces  conditions,  le  solide  peut  ou  bien  glisser  sur  le  plan 
horizontal  —  et  ce  glissement  par  raison  de  symétrie  sera  une 


translation  parallèle  à  R  —  ou  bien  basculer  autour  de  Tarète 
perpendiculaire  à  R  projetée  en  b,  c'est-à-dire  tourner  autour  de 
cette  arête  b  dans  le  sens  de  la  flèche. 

Pour  savoir  lequel  de  ces  deux  mouvements  doit  se  produire, 
composons  ensemble  la  force  de  traction  R  et  la  résultante  P  des 
actions  de  la  pesanteur,  résultante  appliquée  en  G  et  que  nous 
pouvons  transporter  au  point  L  Soit  S  la  résultante  générale  ainsi 
obtenue. 

Pour  que  le  mouvement  de  basculement  autour  de  Tarête  b 
puisse  avoir  lieu,  aucune  force  de  frottement  n'intervenant  dans 
ce  cas  et  la  résistance  au  roulement  étant  négligée,  il  faut  évi- 
demment que  la  force  S,  seule  force  extérieure  agissant  sur  le 
solide,  ait  un  moment  négatif  par  rapport  à  Taxe  b.  Mais  ce 
moment  est  égal  à  celui  des  composantes  P  et  R  de  S,  c'est-à- 
dire  que  l'on  doit  avoir  en  désignant  par  21  la  dimension  ab  du 
solide  et  par  h  la  hauteur  I H 


ou 


R/i  >  P/, 


PZ 


Si  l'on  a,  au  contraire^  R  <  -r-  '  le  basculement  sera  impos- 
sible et  le  glissement  seul  pourra  avoir  lieu,  à  la  condition  tou- 
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tefois  que  la  force  R  soit  supérieure  à  la  résultante  limite  des 
frottements,  c'est-à-dire  que 

R>  PA 

Combinant  cette  condition  avec  la  précédente,  on  voit  que  R 

Pi 
doit  être  compris  entre  P/*  et  -j—  Il  faut  donc  que  Ton  ait 

pour  que  le  glissement  soit  possible.  Si  h  était  supérieur  à  cette 
limite,  tout  effort  de  traction  assez  grand  pour  provoquer  ce 
glissement  déterminerait  le  basculement  du  solide  autour  de 
Tarête  6, 


251 .  Quatrième  problème.  —  Aro-boutement  d'une 
tige  rigide.  —  Une  barre  rigide  AB  s* appuie  par  son  extré- 
mité A  [que  nous  réduirons  fie- 
tivement  à  u/n  point)  sur  un 
plan  PF:  elle  est  soumise  à 
V  action  d'u/ne  force  F  dirigée 
suivant  BA.  Qn  demande  quelles 
sont  les  conditions  nécessaires 
pour  que  le  glissement  de  la 
tige  sur  le  plan  PP'  puisse  se 
produire. 

Transportons  la  force  F  au 
point  A  et  décomposons-la  en 
deux  forces,  lune  N  normale 
au  plan  PF,  l'autre  T  tangente  à  ce  plan.  On  aura,  en  (fésignant 
par  a  Tangle  de  la  ligne  AB  avec  la  normale  AL  au  plan  PP, 

N  =  F  008  a, 

T  =  F  sin  a. 

Si  le  glissement  se  produit,  c'est  que  le  frottement  aura  atteint 
sa  limite  /"N,  et  comme  alors  la  composante  T  devra  lui  être 
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supérieure,  puisque  le  mouvement  du  centre  de  gravité  résulte 
de  Taction  de  ces  deux  forces,  on  aura 


c'est-à-dire 


ou 


T>rN, 


tg     0L>     fy 


a  >  9. 


Ainsi,  toutes  les  fois  que  Fangle  a  est  inférieur  à  Tangle  ç  du 
frottement,  le  glissement  de  la  tige  est  impossible,  quelque 
grande  que  soit  la  force  qu'on  lui  applique.  On  dit  alors  que  la 
tige  est  arc-boutée. 

Le  phénomène  de  Tarc-boutement  a  donné  lieu  à  de  nom- 
breuses et  très  ingénieuses  applications  pratiques  dont  la 
description  trouvera  sa  place  dans  Tétude  de  la  Mécanique 
appliquée. 

352.  Cinquième  problème.  —  Sfonvenieiit  d'un 
corps  rond  sur  un  plan  ln<?liné.  —  Un  corps  rond,  cylin- 
drique ou  sphérique  étant  posé  sur  un  plan  incliné  AB,  comme 
r indique  la  figure  ci-contrCj  c'est-à-dire  de  manière  à  ce  que  sa 
section  circulaire  soit  dans 
le  plan  vertical  de  la  ligne 
déplus  grande  pente  du  plan, 
on  demande  quel  mou/vem^nt 
il  prendra  sous  Vaction  de 
la  pesanteur. 

Le  corps  rond  est  soumis 
d'une  part  aux  actions  de  la 
pesanteur  qui  peuvent  être  réduites  à  une  force  unique  P,  appli- 
quée au  centre  de  gravité  0  (que  nous  supposons  situé  dans  le 
plan  du  tableau),  d'autre  part  aux  réactions  du  plan  qui  se  mani- 
festent soit  par  une  résultante  unique  dans  le  cas  de  la  sphère, 
soit,  dans  le  cas  du  cylindre,  par  une  série  de  forces  appliquées 
aux  points  de  contact  et  qu'on  peut  décomposer  en  forces  nor- 
males et  forces  tangentielles  ou  de  frottement.  Hais  si  nous  sup- 
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posons  le  corps  symétrique  par  rapport  au  plan  du  tableau, 
toutes  les  forces  normales  et  toutes  les  forces  tangentielles, 
étant  respectivement  parallèles  entre  elles  et  symétriques, 
peuvent  se  composer  en  deux  résultantes  uniques  N  et  F,  qui 
seront  situées  dans  le  plan  du  tableau  et  appliquées  au  point 
de  contact  C. 

Le  centre  de  gravité  ne  pouvant  se  mouvoir  que  suivant  la 
droite  0 X  parallèle  à  Â 6,  les  équations  de  son  mouvement  seront, 
en  désignant  par  R  et  Q  les  composantes  de  P  suivant  A  B  et  la 
perpendiculaire  à  ÂB  : 

(i)  N-.Q  =  0, 

g  al 

La  première  de  ces  équations  détermine  la  réaction  normale  N. 

Écrivons  maintenant  les  équations  du  mouvement  du  solide 
autour  de  son  centre  de  gravité  en  le  rapportant  à  des  axes  de 
directions  constantes  menés  par  ce  centre. 

Il  est  évident  que  ce  mouvement,  s*il  existe,  ne  pourra  être 
(par  nécessité  géométrique  dans  le  cas  d'un  cylindre  et  par  raison 
de  symétrie  dans  le  cas  d*une  sphère)  qu'une  rotation  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  tableau  et  projeté  en  0. 

Soit  (I)  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  ;  les  moments  des 
forces  apparentes  étant  nuls  dans  le  mouvement  relatif  en  ques- 
tion, si  Ton  désigne  par  r  le  rayon  de  la  section  circulaire  du 
corps  rond  et  par  k  son  rayon  de  giration  autour  de  Taxe  0  et 
si  l'on  néglige  la  résistance  au  roulement,  Téquation  de  la 
rotation  du  solide  sera  : 

dw        Fr 
(3) 


g 


Actuellement,  diverses  hypothèses  peuvent  être  faites  : 
"  1®  S'il  y  a  roulement  sans  glissement,  c'est-à-dire  si  la  force 
tangentielle  F  n'atteint  pas  la  limite  fQ  (où/* désigne  le  coeflS- 
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cient  de  frottement),  on  a  entre  v  et  a>  la  relation 

cette  relation  exprime  en  effet  que  dans  le  mouvement  absolu  le 
point  G,  qui  appartient  à  l'axe  instantané  de  rotation,  reste 
immobile. 

Les  relations  (2),  (3)  et  (4)  permettent  alors  d'éliminer  t;  et  co 
et  conduisent  à  la  condition 

/i'  +  r"  • 

qui  détermine  la  réaction  tangentielle  F. 

Mais  cette  valeur  de  F,  pour  être  admissible,  doit  être  infé- 
rieure à  /*Q,  d'où  la  condition 

ou 

(6)  Q^^~fcï~' 

R 
D'autre  part,  le  rapport  -jr  des  composantes  de  la  pesanteur 

est  égal  à  la  tangente  de  l'angle  a  que  fait  le  plan  incliné  avec  le 
plan  horizontal  ;  la  condition  (6)  peut  donc  s'écrire  : 

(7)  ,         ^  ft*  +  r* 

2^  Si  tgcn  dépasse  la  valeur  limite  qui  lui  est  assignée  par 
cette  inégalité,  le  glissement  doit  se  produire;  dès  lors,  la  rela- 
tion (4)  entre  v  et  <i>  cesse  d'exister;  mais  comme,  d'autre  part, 
la  force  F  atteint  sa  valeur  limite  /Q,  les  équations  (2)  et  (3) 
deviennent 

—  Rr 
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et,  ne  renfermant  plus  que  deux  inconnues  t?  et  (o,  elles  suffisent 
à  les  déterminer. 

Il  est  facile  de  vérifier  d'ailleurs  que  ce  cas  ne  peut  se  pro- 
duire que  si  la  limite  précédemment  trouvée  est  dépassée  par 
Tinclinaison. 

En  effet,  pour  que  le  frottement  se  développe,  il  est  néces- 
saire que  le  point  de  contact  G  se  déplace  par  rapport  au  plan 
dans  le  sens  CB  du  mouvement.  Or  son  déplacement  élémentaire 
absolu  résulte  de  la  composition  du  déplacement  produit  par  la 
rotation  îodt  autour  du  centre  0  avec  la  translation  vdt  du  centre 
de  gravité.  Ces  deux  déplacements  sont  dirigés,  le  premier  sui- 
vant GA,  le  second  suivant  GB.  Il  faut  donc  que  Ton  ait 

riûdt  <  vdtf 

d'où 

dfi>      dv 

et  en  portant  dans  cette  inégalité  les  valeurs  de  ^  et  -r  fournies 

dt      ai 

par  les  équations  (2')  et  (3*),  on  trouve  : 


c'est-à-dire 


R      _fe*_+r« 


ou 


fe«  +  r« 


3®  Un  dernier  cas  enfin  pourrait  se  présenter,  ce  serait  celui 
du  glissement  sans  roulement  ;  mais,  pour  qu'il  se  produise,  il 
faut,  d'après  l'équation  (3')  que  la  composante  Q  s'annule,  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  plan  AB  est  vertical. 


7^ 


P'. 
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253.  Remarques  diverses  au  sujet  du  problème 
précédent.  —  Dans  le  cas  où  le  corps  rond  serait  remplacé 
par  un  parallélipipède,  on  a  vu  (§  248)  que  rinclinaison  à  partir 
de  laquelle  le  glissement  commencerait  à  se  produire  correspon- 
drait à  la  valeur 

tg(i  =  f. 

Pour  le  corps  rond,  la  formule  (7)  montre  qu'on  peut  atteindre 

A;*  +  r* 
une  inclinaison  plus  forte  f — ^ —  sans  que  le  glissement  ait  lieu. 

Si  le  corps  est  une  sphère  homogène,  on  a  : 

7 
et  Tangle  limite  est  donné  alors  par  la  tangente  ^  f. 

Si  le  corps  est  cylindrique, 

et  la  tangente  de  l'angle  limite  est  3  f. 

On  peut  observer  encore  que,  dans  le  cas  du  roulement  simple, 
le  mouvement  absolu  du  corps  rond  étant  une  rotation 
autour  de  la  perpendiculaire  au  tableau  menée  par  le  point  C, 
les  travaux  de  la  réaction  normale  et  de  la  force  de  frot- 
tement tangentielle  sont  constamment  nuls,  puisque  le  point 
d'application  de  ces  forces  est  immobile.  Le  travail  total  se 
réduit  donc  à  celui  de  la  pesanteur  et  par  conséquent,  pour  une 
hauteur  de  chute  A,  il  est  égal  à  PA. 

D'autre  part,  la  force  vive  peut  être  évaluée  (S  141)  en  fai- 

p 

sant  la  somme  de  la  force  vive  -  v*  de  la  masse  entière  concen- 

9 

P      V* 

trée  en  son  centre  de  gravité  et  de  la  force  vive  -  A;*  —,  due  à  la 

g      r* 

rotation  du  solide  autour  de  son  axe.  On  aura  donc,  si  Ton  sup- 


I 
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pose  le  solide,  parti  du  repos  : 

2  \?         g      r*J 


d'oîi 
(8) 


V-5 


et  Toi}  arrive  ainsi  directement  à  un  résultat  que  fournirait 
rélimination  de  F  et  l'intégration  des  équations  (2)  (3)  et  (4). 

L*équ^tion  des  forces  vives  peut  être  encore  appliquée  au  cas 
où  le  corps  serait  lancé  de  bas  en  haut  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  incliné  avec  une  vitesse  initiale  v^  Lorsque 
le  corps  se  serait  élevé  d'une  hauteur  A',  sa  vitesse  serait 
donnée  par  l'équation  : 

2  \g        g     r^J     2\g  *     g     r*J 

'  En  faisant  t;=0  dans  cette  équation,  on  détermine  la  hau- 
teur H  à  laquelle  s'élèvera  le  corps  roulant  :  on  trouve 

On  remarquera  que  cette  hauteur  est  supérieure  à  la  hauteur 

^  à  laquelle  s'élèverait  un  simple  point  matériel  lancé  sur  le 

plan  incliné  avec  la  même  vitesse  initiale. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  qui  peut  surprendre  au  premier 
abord,  il  faut  remarquer  que  la  force  vive  initiale  étant  la 
somme  des  forces  vives  dues  à  la  vitesse  de  translation  v^  et  à 

la  vitesse  de  rotation—,  est  supérieure  à  celle  d'un  point  matériel 

r 

de  même  masse  animé  de  la  vitesse  v^. 

254.  Sladièiiie  problôme.  Mouvement  d'âne  bille 
0ur  le  tapis  d^n  billard.  Prender  eas  t  Monvemeiit 
reetilisne.  —  Supposons  une  bille  sphérique   homogène  de 


î  '• 


^  -■»  If  m  1*1  m  j  H^-^  jT  •"" 


T^ 


TÇT-T- 
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rayon  R  primitivement  au  repos  sur  la  surface  horizontale  d*un 
billard  et  recevant  une  percussion  horizontale  S  appliquée  en 
un  point  i  ^tué  sur  le  diamètre  vertical  0  a  et  à  une  distance  0  i 
au-dessous  du  centre  que 
nous  représenterons  par 
XR. 

Tout  étant  symétrique 
par  rapport  au  plan  ver- 
tical qui  renferme  la  per- 
cussion, il  est  évident 
d*abord  que  la  bille  ne  peut  sortir  de  ce  plan  et  que  son  mou- 
vement par  conséquent  doit  être  rectiligne. 

La  bille  au  repos  était  soumise  à  l'action  de  deux  forces  qui 
se  faisaient  équilibre,  la  résultante  P  de  la  pesanteur  appliquée 
au  centre  0  et  une  réaction  N  égale  et  opposée  à  cette  résul- 
tante, et  appliquée  au  point  de  contact  a.  Par  Feffet  de  la  per- 
cussion S,  si  d'autres  forces  nouvelles  n'intervenaient  pas,  la 
bille  tendrait  à  prendre  (§  184)  : 

1^  Une  translation  parallèle  à  i  S  dont  la  vitesse  i;^  serait  donnée 
par  la  relation 

2®  Une  rotation  relative  s'effectuant  autour  du  diamètre  con- 
jugué du  plan  de  OiS,  c'est-à-dire  autour  de  Taxe  projeté  en  0 
sur  la  figure,  et  dont  la  grandeur  serait 


w«  = 


XS 


^9 


Par  leffet  de  ce  double  mouvement,  le  point  a  se  trouverait 
animé  simultanément  d'une  vitesse  d'entraînement  v^  et  d'une 
vitesse  relative  Ra)^,  et  sa  vitesse  absolue,  égale  à  la  somme  de 
ces  vitesses  composantes  dirigées  toutes  deux  dans  le  sens  aE^ 
serait  : 


«.=f  (i  +  |x) 


33 


'■.' 
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quantité  qui  ne  peut  pas  être  nulle,  si  l'on  suppose  le  point  i 
situé  au-dessous  du  centre  0,  c'est-à-dire  X  positif.  Le  roulement 
simple  est  donc  impossible  et  dès  lors  d'autres  réactions  inter- 
viennent qui  modifient  les  effets  de  la  percussion  S. 

Ces  réactions,  si  Ton  ne  tient  pas  compte  de  la  résistance 
au  roulement  qui  est  relativement  faible,  se  réduisent  à  une 
force  unique  fP  appliquée  au  point  a  et  dirigée  en  sens  inverse 
du  déplacement  que  ce  point  tend  à  prendre,  c'est-à-dire  dans  le 
sens  opposé  à  la  percussion  S. 

A  partir  de  l'instant  initial,  la  bille  n'étant  soumise  qu'aux 
actions  de  la  pesanteur,  de  la  réaction  verticale  et  du  frottement, 
l'équation  du  mouvement  de  son  centre  de  gravité  sera  : 

Quant  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité,  il  ne 
peut  être,  par  raison  de  symétrie,  qu'une  rotation  autour  de 
l'axe  0  perpendiculaire  au  tableau.  D'ailleurs,  les  forces  appa- 
rentes disparaissent  de  l'-équation  des  moments  relative  à  cet 
axe  (car  les  forces  centrifuges  composées  sont  nulles,  le  mouve- 
ment d'entraînement  étant  une  translation,  et  les  forces  d'inertie 
d'entraînement  fournissent  (§  142)  une  résultante  unique  appli- 
quée au  centre  de  gravité),  et,  comme  il  en  est  de  même  de  la 
résultante  de  la  pesanteur  ainsi  que  de  la  réaction  verticale  N, 
cette  équation  se  réduit  à 


df^         I    "■      2  R  ' 


d'où 


Ces  équations  d'ailleurs  ne  sont  applicables  que  si  le  frotte- 
ment continue  à  se  produire,  et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 
que  la  vitesse  absolue  du  point  a  ne  s'annule  pas.  Or,  cette 
vitesse  u  est  la  somme  de  la  vitesse  d'entraînement  v  et  de  la 
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vitesse  relative  Ro  qui  est  de  même  sens  que  u  au  début  du 
mouvement.  Posons  M;  =  R(i)y  nous  aurons 


(3) 


w  =  Rw<>  — -fgt, 


Î7 


et  pour  simplifier  la  discussion  représentons  graphiquement  les 
valeurs  de  w  et  de  u;  en  fonction  de  t  par  les  deux  droites  v^ti  et  w^t^. 
D'après  les  for- 
mules (i)  et  (3)  on   tij, 
voit  que  v  et  w; 
vont   tous  deux 
en  diminuant  et 
s'annulent    res- 
pectivement aux 
époques  ti  et  ^,, 
telles  que  : 

fg 

f   _l^Wo 
*  —  5 — ' 

^f9  (flg.  1) 

correspondant  aux  points  où  les  droites  figuratives  coupent 
Taxe  OT. 

Il  existera  donc  entre  f,  et  t^  une  époque  t  pour  laquelle  v  et 
w  auront  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

A  cette  époque,  la  vitesse  du  point  a  devenant  nulle,  le  frot- 
tement disparaîtra  des  équations  (1)  et  (2),  et  comme  on  néglige 
la  résistance  au  roulement,  à  partir  de  ce  moment  la  vitesse 
du  centre  de  la  bille  sera  constante  et  son  mouvement  consis- 
tera dans  un  roulement  uniforme. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  selon  que  t^  est  supérieur  ou  infé- 
rieur à  t^. 

Dans  le  premier  cas  (fig.  1),  à  Tinstant  où  le  frottement  cesse 
de  se  produire,  la  vitesse  v  n'a  pas  encore  changé  de  signe  :  le 
mouvement  de  la  bille  se  continue  doue  dans  le  sens  direct- 
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Dans  le  second  cas  au  contraire  (fîg.  2),  la  vitesse  v  devenant 
.négative  avant  l'époque  t,  à  partir  de  l'instant  t^  où  s'effectue 

son  changement 
désigne,  le  mou- 
vement de  la 
bille  devient  ré- 
trograde, et  au 
moment  où  le 
roulement  uni- 
forme se  produit 
c'est  dans  le  sens 
rétrograde  que 
la  bille  continue 

à  se  mouvoir. 

(flR-2)  Enfin  un  der- 

nier cas  pourrait  se  présenter  :  celui  où  ti  étant  égal  à  *^,  les 
vitesses  v  et  w  s'annuleraient  simultanément.  Dans  cette  der- 
nière hypothèse,  la  bille  devrait  s'arrêter  à  l'époque  où  ces 
vitesses  s'annulent  et  rester  en  repos  à  partir  de  cet  instant. 

S  XS 

Remarquons  que  si  v^  et  (é^  ont  les  valeurs  --^p—  et  -^^ 

ff  5j 

indiquées  au  commencement  de  ce  paragraphe,  la  discussion  que 
nous  venons  de  faire  se  ramenant  à  la  comparaison  des  quantités 

is  XS 

et  la  première  de  ces  quantités  étant  toujours  supérieure  à  ia 
seconde,  puisque  X  est  inférieur  à  l'unité,  t,  serait  toujours  plus 
grand  que  t^.  Il  faudrait  donc  que  X  devint  égal  à  l'unité,  c'est- 
à-dire  que  la  percussion  fût  appliquée  au  point  a  lui-même,  pour 
que  le  troisième  cas  signalé  plus  haut  pût  se  produire,  et  quant  au 
second  cas,  il  ne  pourrait  jamais  se  présenter.  Pour  qu'un  mouve- 
ment rétrograde  de  la  bille  puisse  avoir  lieu,  il  faut  donc  sup- 
poser que  les  circonstances  initiales  sont  différentes  de  celles 
que  nous  avons  admises. 
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it  855.  Second  cas  t  Mouvement  curviligne.  —  La 

question  se  complique  lorsque  le  mouvement  de  la  bille  est  pro- 
duit par.  une  percussion  qui,  tout  en  restant  horizontale,  n'est 
plus  appliquée  en  un  point  du  diamètre  vertical  Ca, 

Dans  ce  cas,  le  mouvement  initial  se  détermine  encore  en 
fonction  de  la  percussion  donnée  comme  au  précédent  para- 


graphe :  la  vitesse  initiale  V^,  que  doit  prendre  le  centre  de  gra- 
vité par  l'effet  de  la  percussion,  étant  toujours  horizontale, 
aucune  percussion-réaction  n*est  à  prévoir,  et  la  réaction  verti- 
cale du  tapis  sur  lequel  la  bille  peut  se  mouvoir  reste  toujours 
égale  au  poids  P  de  la  bille. 

Quant  à  la  rotation  initiale  autour  du  centre  de  gravité  G,  elle 
doit  se  produire  autour  d*un  axe  perpendiculaire  au  plan  diamé- 
tral passant  par  la  percussion  S,  c'est-à-dire  autour  d*un  axe 
qui  peut  avoir  une  direction  quelconque.  Hais  nous  pouvons  la 
décomposer  en  trois  rotations  p^,  q^^r^  autour  de  trois  axes  GX', 
G  Y',  GZ'  rectangulaires  et  de  directions  constantes,  menés  parle 
centre,  les  deux  premiers  horizontaux  mais  quelconques,  le 
troisième  vertical. 

Dans  le  mouvement  relatif  rapporté  à  ces  axes,  la  rotation  r^ 
autour  de  Taxe  vertical  GZ'  doit  rester  indéfiniment  constante  : 
car,  dans  Téquation  des  moments  relative  &  cet  axe,  le  second 
membre  est  égal  à  zéro,  toutes  les  forces  apparentes  et  réelles 
qui  y  figurent  ayant  un  moment  nul  (si  Ton  ne  tient  pas  compte 
des  effets  dus  à  la  rosion^  c'est-à-dire  au  frottement  des  points 
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voisins  de  a  sur  le  tapis  du  billard,  dans  la  rotation  autour  de  la 
verticale). 

Nous  pouvons  donc  faire  abstraction  de  cette  rotation  dans  la 
suite  et  ne  nous  occuper  que  des  composantes  horizontales. 
Soient  p  et  q  les  valeurs  de  ces  composantes  à  une  époque  t] 
désignons  à  la  même  époque  par  X  et  Y  les  composantes  suivant 
OX  et  OY  de  la  force  de  frottement  (qui  est  horizontale  et  dont  la 
grandeur  connue  est  égale  à  /*P  s*il  y  a  glissement  du  point  a], 
et  par  u  et  i;  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  C. 
On  aura,  pour  le  mouvement  du  point  G,  les  deux  équations 

et  pour  la  rotation  relative  autour  de  ce  point,  en  désignant 
par  R  le  rayon  de  la  bille, 

|mR«$  =  -RY, 

(«) 

|mR«§3[=  +  RX. 
5  at 

La  combinaison  de  ces  équations  '  conduit  aux  relations  sui- 
vantes : 

^  '  X      du        Kdq    "  d(u  +  Kq)' 

Mais  on  sait  d'autre  part  que  la  force  de  frottement  /P,  dont 
^  et  Y  sont  les  composantes,  doit  être  dirigée  en  sens  inverse  du 
déplacement  du  point  de  contact  a.  Or,  la  vitesse  absolue  de  ce 
point,  étant  la  somme  de  ses  vitesses  d'entratnement  et  relative, 
est  donnée  par  les  deux  équations 
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on  doit  donc  avoir 

(4)  Ï  =  !izi5£, 

et  de  la  comparaison  des  relations  (3)  et  (4)  il  résulte  que  le  rap- 

V — Rp  Y 

port        ^^  est  constant,  ainsi  que  le  rapport  ^  qui  lui  est  égal. 

On  en  conclut  que  la  direction  du  frottement  est  constante 
comme  sa  grandeur. 

Par  suite,  le.  centre  de  gravité  qui  se  meut  sous  Faction  d'une 
force  unique  de  grandeur  et  de  direction  constantes  doit  décrire 
(S  'VO)  une  trajectoire  parabolique  dans  le  plan  horizontal  où  il 
est  assujetti  à  se  mouvoir. 

Ce  mouvement  du  centre  de  la  bille  se  continuera  tant  que  le 
glissement  se  produira,  comme  nous  Tavons  supposé  dans  les 
raisonnements  précédents. 

D*ailleurs,  puisque  nous  savons  actuellement  que  le  frotte- 
ment a  une  direction  constante,  rien  n'empêche  de  déterminer  les 
axes  OX,  OY  qui  ont  été  menés  arbitrairement  dans  le  plan  hori- 
zontal de  manière  à  ce  que  le  frottement  ait  précisément  la  direc- 
tion de  Tun  de  ces  axes,  l'axe  OX  par  exemple.  On  aura  alors  : 

vo  —  Rpo  =  0, 

et  si  l'on  suppose  l'axe  OX  dirigé  dans  le  sens  même  de  la 
vitesse  u^  +  Rq^  du  point  de  contact  a,  les  composantes  du  frot- 
tement seront  : 

Y  =  0. 

Les  équations  (1)  et  (2)  se  simplifient  par  l'introduction  de  ces 
valeurs  et  deviennent  : 

(I)  rn^=—^f     d'où     mu=:  — P/(  +  muo, 

m  -n  =  0  d  où      mv  =  mv^. 

ai 


r  ' 


4  * 


520 


(2) 


COURS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


2  Dl    dp 

5*^^   di 


=  0  d'où     p=Pof 

=  — PrR      d'où     ?mR^ 


^ri  +  \mMr 


Ces  équations  jointes  à 


T  =  r, 


déterminent  complètement  le  mouvement  de  la  bille. 

La  vitesse  du  point  de  contact  dont  la  direction  constante  est 
celle  de  Taxe  OX,  a  pour  valeur  : 


«=u  +  Rq  =  u,  +  R<ï.-g^. 


Cette  vitesse  ira  donc  en  décroissant  &  partir  de  sa  valeur 
initiale  tio+^9o  ^^  ^^^^  avons  supposée  positive  :  elle  s'annu- 
lera à  Tépoque 

t  =  ^  p^r  («0  +  R^O)» 


O 


et  à  partir  de  cet  instant,  le  frottement  disparaissant,  les  équa- 
tions précédentes  cesseront  d'être  applicables.  Le  centre  de  gra- 
vité ne  sera  plus 
^       soumis   à   Faction 

d'aucune     force 

(puisque  la  réac- 
tion normale  du  ta- 
pis est  égale  et 
opposée  à  la  résul- 
tante de  la  pesan- 
teur); il  se  dépla- 
cera donc  en  ligne 
droite  suivant  la 
tangente  G^  G,  à  l'arc  de  parabole  GG^   qu'il  vient  de  décrire. 


Y 
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et  sa  vitesse  constante  aura  pour  composanted^ 

5  S 

La  rotation  de  la  bille  autour  de  son  centre  de  gravité  sera 
constante  également  à  partir  de  Fépoque  t  et  sa  grandeur  sera 
déterminée  par  ses  trois  composantes,  qui  sont 

Pi  =  Po  =5» 

5tio   ,  2 
^*  =  -7R+7^*' 

La  bille  ne  pourrait  rester  au  repos  que  si  Ton  avait  simulta- 
nément 

»o  =  0, 
et 

Dans  le  cas  où  les  données  initiales  satisferaient  à  ces  condi- 
tions, la  bille  au  repos  resterait  animée  d'une  rotation  définie 
par  les  trois  composantes 

Pl=PQ=g  =  0, 
^1  =  ^0. 


On  peut  encore  observer  que  si  Ton  con- 
sidère à  chaque  instant  du  mouvement  le 
point  a  (Ç,  T])  qui  se  trouve  à  ce  moment 
sur  le  diamètre  vertical  de  la  bille  à  une 

2 

hauteur  Ca  =  ^  R  au-dessus  du  centre  f  ), 

la   vitesse    absolue    dont    ce   point    est 


(*)  Il  est  important  d'observer  que  c'est  en  général  un  point  différent  du 
solide  qui  vient  à  chaque  époque  du  mouvement  occuper  cette  position  «« 
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.  animé  ayant  pour  composantes  : 

cette  vitesse  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  à 
toutes  les  époques  du  mouvement. 

En  particulier,  la  vitesse  de  ce  point  sera  constamment  nulle 
si  les  données  initiales  satisfont  aux  conditions  nécessaires  pour 
que  la  bille  reste  finalement  en  repos. 

256.  Septième  problème  s  Équilibre  d'une  ip^Êsdaiis 
iBonéerou  t  i""  équilibre  sans  frottement.—  Une  vis 

est  un  cylindre  plein  de  révolution  formant  noyau  et  portant 
sur  sa  surface  une  saillie  continue  hélicoïdale  qui  est  dite 
le  filet  de  la  vis.  La  vis  est  à  filet  carré  si  la  saillie  est  engendrée 
par  le  mouvement  hélicoïdal  d'un  rectangle  (généralement  uu 


(flg.1) 


(««.«) 


carré)  tel  que  abcd  (fig.  1).  Elle  est  k  filet  triangulaire  si  la  saillie 
est  produite  par  le  déplacement  hélicoïdal  d'un  triangle  (généra- 
lement équilatéral)  tel  que  efg  (fig.  2). 
Les  points  abcd  du  rectangle,  efg  du  triangle  décrivent  des 
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hélices  dont  le  pas  commuD  aii  ou  ce'  est  dit  le  pas  de  la  vis. 

Les  surfaces  limitant  le  filet  sont  dans  le  premier  cas  une  por- 
tion de  cylindre  engendrée  par  le  côté  bd  et  deux  portions  de 
surface  de  vis  &  Ulet  carré  engendrées  par  les  côtés  ab  et  cd  du 
rectangle.  Dans  le  second  cas,  le  filet  est  limité  par  deux  portions 
de  surface  de  vis  à  filet  triangulaire. 

En  général  le  pas  de  la  vis  est  un  multiple  exact  de  la  base  oc 
ou  eg  du  ûlet. 

La  vis  peut  être  d'ailleurs  à  filet  simple  ou  à  filets  multiples-, 
dans  ce  dernier  cas  la  vis  porte  sur  son  noyau  plusieurs  filets 
identiques  dont  les  spires  s'intercalent. 

La  vis  se  termine  à  l'unç  de  ses  extrémités  par  une  partie  sail- 
lante telle  que  AB  qu'on  nomme  tète. 

On  appelle  écrou,  une  pièce  dans  laquelle  la  vis  s'engage  et  qui 
est  taraudée  intérieurement  de  manière  à  présenter  en  creux  la 
même  forme  que  la  vis  avec  ses  saillies.  Ainsi  l'écrou  est  traversé 
par  un  vide  cylindrique  dont  , 

les  parois  sont  creusées  sui- 
vant des  sillons  ayant  exacte- 
ment le  profil  des  filets  de  lavis. 

La  vis  étant  engagée  dans 
son  écrou  supposé  fixe  ne 
pourra  donc  prendre  qu'un  mou- 
vement hélicoïdal,  et  nous  al- 
lons déterminer  les  conditions 
de  son  équilibre- 
Les  forces  extérieures  pis- 
sant sur  elle  sont,  en  négli- 
geant l'action  de  la  pesanteur  : 

1°  La  puîssartce  consistant 
généralement  en  un  couple 
composé  de  deux  forces  F  et  p\ 
—  F  appliquées  aux  extrémi- 
tés d'une  barre  telle  que  AB 
Hzée  &  la  tâte  de  la  vis  ; 

2'  La  résistance  qui  est  une  force  P  agissant  suivant  l'axe  OC; 
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3**  Enfin  les  réactions  Je  Técrou  que ,  dans  une  première  approxi- 
mation, nous  supposerons  normales  aux  surfaces  en  contact,  ce 
qui  revient  à  faire  abstraction  du  frottement. 

Pour  obtenir  la  condition  d'équilibre  qui  doit  exister  entre  ces 
différentes  forces,  attribuons  à  la  vis  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons.  Ce  déplacement  consistera  dans  un 
mouvement  hélicoïdal  composé  d'une  rotation  infinitésimale  6 
autour  de  Taxe  et  d'une  translation  h  parallèle  à  l'axe,  avec  la 
condition 

6  __  2ïc 
h"  H 

en  désignant  par  H  le  pas  commun  des  hélices  de  la  vis. 

Appliquons  le  théorème  du  travail  virtuel  :  les  forces  inté- 
rieures disparaîtront  ainsi  que  les  réactions  de  Técrou  dont  le  tra- 
vail sera  nul,  et  il  ne  restera  finalement  que  les  forces  P,  Fet — F 
qui  seront  liées  par  l'équation 

ou 

en  désignant  par  l  la  demi-longueur  du  levier  AB. 

On  voit  d'après  ce  résultat  qu'à  l'aide  de  la  vis  un  couple  d'un 
moment  donné  2  F/  pourra  toujours  vaincre  une  résistance  P  aussi 
grande  qu'on  voudra,  pourvu  que  le  pas  H  de  la  vis  soit  suffi- 
samment petit. 

25*7.  Vis  difTérentielle  de  Prony.  —  En  pratique  U 
serait  impossible  de  dimiRuer  le  pas  de  la  vis  au  delà  d'une  cer- 
taine limite;  mais  on  peut  arriver  au  même  résultat  au  moyen 
d'une  disposition  ingénieuse  due  à  Pronj  et  connue  sous  le  nom 
de  vis  différentielle.  Imaginons  une  vis  engagée  dans  deux  écrous 
E  et  Et,  le  premier  fixe,  le  second  mobile  dans  une  rainure  qui  ne 
lui  permet  qu'un  mouvement  de  translation  suivant  l'axe  de  la 
vis.  La  vis  porte  deux  filets  de  pas  différents  H  et  H'  correspon- 
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dant  l'un  au  premier  écrou,  Tautre  au  second.  Supposons  enfin 
que  le  couple  moteur  F  -r  F  étan,t  toujours  appliqué  au  levier  AB, 
la  force  résistante  P  soit  appliquée 
au  second  écrou  E|.  Si  nous  attri- 
buons à  la  vis  un  déplacement  héli- 
coïdal quelconque  compatible  avec 
les  liaisons,  elle  s'élèvera  d'une 
hauteur 

correspondant  à  langle  de  rotation  0, 
et  l'écrou  mobile  s'élèverait  de  la 
même  quantité  s'il  pouvait  tourner 
avec  la  vis  ;  mais  à  cause  de  la  rai- 
nure dans  laquelle  il  est  engagé,  il  ne  peut  recevoir  qu'une 
translation  longitudinale,  il  descendra  donc  relativement  à  la  vis 
d'une  quantité 


moindre  que  h  si  H'  est  inférieur  à  H  ;  ce  qui  fait  qu'en  définitive 
cet  écrou  ne  se  sera  relevé  que  d'une  quantité  h  —  h\ 

En  appliquant  dans  ces  nouvelles  conditions  l'équation  du  tra- 
vail virtuel  on  arrive,  en  négligeant  toujours  les  frottements,  à 
l'équation 


P  =  2F/ 


H— H' 


et  l'on  peut  rendre  la  différence  H  —  H'  aussi  petite  que  Ton 
voudra. 


2SS.  2*"  Équilibre  avec  flrottement.  —  Reprenons 
actuellement  la  question  de  l'équilibre  de  la  vis  en  tenant  compte 
des  frottements  développés  entre  la  vis  et  son  écrou. 

Nous  supposerons  la  vis  à  filet  carré. 
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Dans  ce  cas  les  frottements  étant  dus  à  la  force  verticale  P 
qui  agit  sur  la  vis  de  fagon  h  appuyer  la  surface  hélicoïdale  infé- 
rieure du  filet  sur  la  surface  correspondante  de  Técrou,  nous 

pouvons  admetti'e  que 
Q  le   frottement   ne  se 

produit  qu'entre  ces 
deux  surfaces  et  nous 
supposerons  même 
pour  simplifier  que  le 
contact  n'a  lieu  que  le 
long  d'une  hélice 
moyenne  de  rayon  r. 
La  réaction  en  un 
point  m  de  cette  hé- 
lice moyenne  se  com- 
posera de  la  réac- 
tion N  normale  à  la 
surface  et  située  par 
conséquent  dans  le 
plan  tangent  au  cylin- 
dre de  l'hélice  moyenne,  et  de  la  réaction  tangentielle  T  opposée 
au  sens  dans  lequel  le  mouvement  tend  à  se  produire  et  dont  la 
grandeur  croissante  tend  vers  la  limite  fN  qu'elle  atteint  au 
moment  où  l'équilibre  est  rompu. 

Si  l'on  désigne  par  i  l'angle  de  Thélice  avec  la  génératrice  GG' 
du  cylindre,  en  effectuant  la  décomposition  des  deux  réactions 
dans  le  plan  tangent  au .  cylindre  suivant  mG  et  sa  perpendicu- 
laire mH,  on  aura  pour  composantes  : 


Suivant  mG 
Suivant  m  H 


-f  N  sîn  t  q=  T  CCS  i, 
-f-  N  CCS  i  zfc  T  sin  t, 


le  premier  signe  du  second  terme  correspondant  au  cas  où  la 
force  motrice  l'emportant  sur  la  résistance,  le  mouvement  de  la 
vis  tendrait;  à  se  produire  de  bas  en  haut,  suivant  les  flèches,  et 
le  signe  opposé  au  cas  contraire. 
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Écrivons  les  équations  d'équilibre  du  solide  constituant  la  vis, 
en  prenant  pour  axes  Taxe  X  du  cylindre  et  deux  axes  quel- 
conques perpendiculaires  à  X.  Ces  équations  se  réduisent  h  deux: 
l'équation  des  projections  relatives  à  Taxe  X  qui  devient  : 

(\)  —  P  +  sini5;N=FCO$i5;T  =  0, 

et  celle  des  moments  par  rapport  à  ce  même  axe,  qui  donne  : 

(2;  2FZ  — rcosi  2Nq=rsinî2T  =  0. 

Les  quatre  autres  équations  d'équilibre  sont  satisfaites  d*elles- 
•mêmes  en  vertu  des  liaisons  qui  rendent  impossible  tout  dépla- 
cement autre  qu'une  rotation  autour  de  l'axe  et  une  translation 
suivant  cet  axe. 

Les  équations  (1)  et  (2)  définissent  d'ailleurs  les  quantités  2N 
et  2  T.  correspondant  à  un  système  de  valeurs  des  forces  P  et  F. 

Seulement  pour  que  l'équilibre  soit  possible,  il  faut  que  T  ne 
dépasse  pas  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  sa  limite  /N, 

Si  cette  limite  est  atteinte,  les  équations  d'équilibre  deviennent  : 

P— (sîniq=fcosi)5;N  =  0, 
2  F/  — r (ces  i  it  fsin i)  5;N  =  0- 

L'élimination  2N  conduit  alors  entre  P  et  F  à  la  relation 


p^2F7/8i 
r   \cos 


in  t  qr  f  COS  l\ 

os  i  ±  ^  sin  ij 


Soit  ff  l'angle  du  frottement  défini  par 
l'équation  précédente  revient  à  : 


P  =  a|^  tg  (t-ç). 
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dans  le  premier  cas,  et  à  : 

2  FZ 

dans  le  second. . 

2F/ 
Ainsi  toutes  les  fois  que  P  sera  inférieur  à  —  tg  (f  —  ç),  le 

mouvement  se  produira  de  bas  en  haut  dans  le  sens  des  flèches  ;. 

2FZ 
toutes  les  fois  que  P  sera  supérieur  h  —  tg  (i  +  ?) ,  le  mouve- 
ment se  produira  en  sens  inverse  :  l'équilibre  aura  donc  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  P  comprises  entre  ces  deux  limites. 

Remarquons  que  les  formules  précédentes  ne  sont  applicables 
qu'à  la  condition  que  la  tangente  de  (i  —  ç)  et  celle  de  (i  +  s) 

Pr 
qui  doivent  représenter  le  rapport  positif  ^^n  soient  positives. 

D'ailleurs  les  angles  i  et  ç  étant  tous  deux  positifs  et  inférieurs 

à-^,  cette  double  condition  se  traduit  par  les  inégalités  : 

i  —  9>0       ou       î>?? 

Pour  que  les  deux  cas  puissent  se  présenter  avec  une  même 


t  +  ?<5       ou       f<^— o. 


Y] 


vis  il  faudra  donc  que  l'angle  t 
;  2  -f  ^  soit  compris  entre  9  et  «  —  ?i 

/  7ç  ce  qui  n'est  possible  que  si  9 


/     « 


ic 


/  est  inférieur  à  -7  • 

/  .'-"'iû        D'après    cette    remarque    le 

,.----'"  •      mouvement  de  la  vis  ne  pourra 

se  produire  que  dans  le  sens 


-^     de  la  flèche    si  le   frottement 
est  considérable,  car  alors  9  dépasse  la  limite  -^  et  la  condition 


I 
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ne  peut  être  remplie  si  la  vis  a  été  construite  de.  manière  à  ce  que 
le  mouvement  de  bas  eh  haut  soit  possible,  c'est-à-dire  avec  un 
angle  i  supérieur  à  ç. 

La  p-resae  à  vis  est  fondée  sur  une  application  de  ce  résultat 
que  Ton  peut  rapprocher  de  celui  signalé  précédemment  sous  le 
nom  d'arc-boutement. 

.Dans  lé  cas  de  la  presse  à  vis,  nous  supposerons,  jour  ne  pas 
modifier  les  données  de  la  discussion  précédente,  que  le  corps 
pressé  se  trouve  au-dessus  de  la  vis  et  exerce  par  conséquent  sur 
elle  une  action  dirigée  de  haut  en  baâ  et  qui  tend  à  la  faire 
descendre  :  langlei  étant  voisin  de  90®  (généralement  supé- 
rieur à  80®)  la  condition  i  >  <p  se  trouve  satisfaite  et  le  couple 
moteur  pourra  produire  la  compression  en  faisant  tourner  la  vis 
dans  le  sens  des  flèches,  sans  que  la  réaction  du  corps  comprimé 
puisse  produire  le  mouvement  en  sens  inverse,  dans  le  cas 
même  où  le  couple  viendrait  à  être  supprimé  ;  en  effet  la  condition 


.<2-? 


n'est  pas  remplie. 


250.  Rendement  de  la  vis.  —  On  appelle  rendement 
d'une  machine  le  rapport  du  travail  utile,  c'est-à-dire  du  travail 
des  résistances  vaincues,  au  travail  moteur.  Dans  le  cas  de  la 
vis,  le  travail  moteur  est  celui  du  couple  et  le  travail  utile  est 
celui  qui  correspond  au  déplacement  de  la  force  résistante  P. 
Pour  un  tour  entier  de  la  vis  dans  le  sens  des  flèches,  le  rende- 
ment sera  donc,  en  désignant  par  H  le  pas  de  la  vis, 

PH      _  Pr         H 
2F.2iîi""2FZ^2nr' 

Pr 
et  à  cause  de  la  valeur  tg(i — <p)  =  ^  correspondant  à  ce  cas  : 


9t  =  - —  tg  (i  —  9)j 
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Mais  ^ —  est  égal  à  cot  i.  Donc  enfin  : 

^     tgi 

Cette  expression  s'annule  pour  i  =  ç  et  pour  f  =  -^  •  Le  rende- 
ment est  donc  maximum  pour  une  valeur  de  i  intermédiaire 
et  qu'il  est  facile  de  déterminer  par  une  simple  dérivation  de 
l'expression  précédente.  On  est  conduit  à  la  relation 

sin  2 1  =  sin  2  (i  —  ?), 

qui  ne  peut  être  satisfaite  (l'hypothèse  de  ç  =  0  devant  être  écar- 
tée) que  par  une  valeur  de  i  telle  que  : 

2i  +  2(i-ç)  =  «, 

c'est-à-dire 

4^2 

Mais  cette  condition  de  rendement  maximum  ne  peut  pas  tou- 
jours être  réalisée.  Dans  le  cas  de  la  presse  à  vis  par  exemple, 
où  l'angle  ç  est  généralement  égal  à  10®,  elle  conduirait  à  adop- 
ter pour  i  une  valeur  de  50®,  et  il  faut  au  contraire  que  i  soit 

supérieur  à  -^ — ç,  c'est-à-dire  à  80®,  pour  que  la  vis  ne  puisse 

pas  se  desserrer  par  l'effet  de  la  réaction  du  corps  comprimé. 

260.  Huitième  problème  t  Équilibre  d'une  corde 
tendue  sur  une  surface.  —  Supposons  qu'une  corde  assi- 
milable à  un  fil  théorique  soit  en  équilibre  sur  une  surface  sous 
l'action  de  deux  forces  P  et  Q  appliquées  à  ses  extrémités  a,b  et 
des  réactions  de  la  surface.  Cherchons  à  établir  les  conditions  de 
cet  équilibre,  en  admettant  que,  par  l'effet  du  frottement  qui  tend 
à  se  développer  au  contact  de  la  surface  et  du  fil,  des  réactions 
tangentielles  puissent  s'ajouter  aux  réactions  normales. 
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Dans  cette  nouvelle  hypothèse,  les  conclusions  auxquelles 
nous  sommes  arrivés  au  paragraphe  SOS  ne  sont  plus  appli- 
cables :  la  tension  n*est 
plus  constante  le  long 
du  fil  et  le  plan  oscu- 
lateur  de  la  courbe  funi- 
culaire n'étant  plus  né- 
cessairement normal  à 
la  surface,  cette  courbe 
n'est  plus  en  général 
une  ligne  géodésique. 
Pour  que  cette  dernière 

propriété  subsiste,  il  est  nécessaire  que  la  réaction  tangen- 
tielle  soit  dirigée  suivant  la  tangente  même  à  la  courbe,  et  c'est 
ce  qui  aura  lieu  évidemment  si  le  fil  tend  à  glisser  suivant  sa 
propre  direction. 

Plaçons-nous  dans   cette   hypothèse  et  reportons-nous  aux 
équations 


d8 


=-rt 


P 


qui  déterminent  la  tension  et  qui  ont  été  établies  au  para- 
graphe 206. 

Dans  le  cas  actuel,  la  force  N  étant  dirigée  vers  la  convexité 
de  la  courbe  funiculaire  —  ainsi  que  cela  est  nécessaire  pour  que 
le  fil  soit  maintenu  sur  la  surface  qui  peut  l'empêcher  de  péné- 
trer dans  son  intérieur,  mais  non  le  retenir  —  onar/^p::— N,et 
si,  d'autre  part,  on  suppose  que  le  fil  tend  à  glisser  dans  le  sens 
aby  la  force  de  frottement  étant  dirigée  dans  le  sens  6a,  cette 
force  devra  être  affectée  également  du  signe  — .  Supposons  que 
le  mouvement  soit  sur  le  point  de  se  produire,  nous  aurons 
alors: 


A  =  ~fN, 
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et  les  équations  précédentes  deviennent 


d6 
d8 

p 


=rN. 


:;  =  N. 


Elles  donnent  par  division  : 

d^     .ds      .. 

en  désignant  par  dtù  Tangle  de  contingence  de  la  courbe. 

Cette  équation  intégrée  entre  les  limites  a  et  i  donne,  en  dési- 
gnant par  Go,  6|  les  valeurs  limites  de  la  tension  et  par  a>  la 
somme  correspondante  des  angles  de  contingence, 

Si  la  courbe  funiculaire  est  plane,  o)  seraTangle  des  tangentes 
extrêmes  en  a  et  en  2^. 

Supposons  par  exemple  que  le  fil  soit  enroulé  sur  un  cylindre 

de  révolution  suivant  sa  sec- 
tion droite,  on  aura  : 

a>  étant  Tangle  que  les  rayons 
Oa  et  06  font  entre  eux  et, 
par  suite,  Q  étant  égal  à  G, 
et  P  à  ©0, 

on  voit  ainsi  qu'on  pourra  faire  équilibre  à  une  force  Q  consi- 
dérable au  moyen  d'une  résistance  P  beaucoup  plus  faible. 

La  force  Q  à  laquelle  une  résistance  P  peut  faire  équilibre 
croît  en  progression  géométrique,  lorsque  l'angle  o)  croît  en  pro- 
gression arithmétique. 

En  définitive  l'équilibre  entre  les  forces  P  et  Q  ne  sera  rompu 
et  le  fil  ne  se  mettra  en  mouvement  dans  le  sens  de  averse  que  si 
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D'autre  part,  le  mouvement  en  sens  inverse  ne  se  produira, 
pour  les  mômes  raisons,  que  si 

P       r« 

Q>^^ 


ou 


P 

L'équilibre  sera  donc  assuré  toutes  les  fois  que  ??  sera  compris 


entre  -r  et  «a*. 


FIN 


J   l 
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